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V zakladni skole U Tii lip, kam chodi i Lukas, poradaji védomostni soutéz s predem
sefazenymi tukoly. Kazdy spravné vyireseny tkol je hodnocen tolika body, jaké je jeho
poradi. Kazdy nefeSeny ¢i ne zcela spravné vyfeseny tkol neni hodnocen vibec. Lukas
spravné vytesil prvnich 12 tkolt. Pokud by spravné vytesil poslednich 12 ukolt, ziskal by
o 708 bodi vice.

Kolik bylo soutéznich ukola? (M. Petrovad)

MozZné reseni. K vyfeseni ulohy neni nutné soucty vycislovat, stac¢i rozpoznat vztahy
mezi nimi. Soucet prvnich dvanacti ¢isel oznacme s, tj.

1+2+---4+11+12=s.

Soucet 2. az 13. ¢isla je o 12 vétsi nez s, nebot kazdy ze s¢itanct je o 1 vétsi nez v predchozim
pripadé:

24+3+---+12+13 =5+ 12.
Soucet 3. az 14. ¢isla je opét o 12 vétsi nez predchozi soucet, tedy o 2 - 12 vétsi nez s:

344+ +134+14=(s+12)+12=s5+2-12.

Soucet dvanacti po sobé jdoucich ¢isel poéinaje k je s + (k — 1) - 12. Odtud vyplyva, ze
pokud soucet dvanacti po sobé jdoucich cisel je s + 12n, potom posledni z téchto cisel je
12 +n.

Lukés mohl ziskat 708 bodt navic, pricemz 708 = 12 - 59. Posledni ze s¢itanych cisel
by tedy muselo byt 12 + 59 = 71. Soutéznich kol bylo 71.

Jiné feseni. Soucet prvnich dvanéacti ¢isel je
142+---411+12=13-6 =T78. (1)
Soucet dvanacti po sobé jdoucich c¢isel pocinaje k je
k+((k+1)+---+(k+10)+ (k+11) = (2k + 11) - 6. (2)

Lukéas mohl ziskat navic 708 bodt, celkem tedy mohl mit 78 + 708 = 786 bod.
Upravami rovnosti (2k + 11) - 6 = 786 dostavame k = 60. Posledni ze s¢itanych é&isel na
levé strané rovnosti (2) by muselo byt 60 + 11 = 71. Soutéznich tkold bylo 71.

Poznamka. V tpravach (1) a (2) vyuzivame toho, Ze soucet prvniho a posledniho ¢isla
je stejny jako soucet druhého a predposledniho atd. a ze takovych dvojic je 6. Bez tohoto
postiehu lze soucet (2) vyjadfit pomoci (1) jako 12k + 78 — 12 = 12k + 66.

Hodnoceni. 2 body za dil¢i postiehy tykajici se sou¢tu dvanacti po sobé jdoucich ¢isel;
2 body za formulaci problému pomoci neznamé (12n = 708 u prvniho feSeni, resp. (2k +
+11) - 6 = 786 u druhého); 2 body za dofeSeni a kvalitu komentare.
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Utvar na obrazku sestdva z trojuhelniku ABC a t¥i rovnostrannych trojuhelnikii
DEF, DGH a DIJ. Bod D je prusec¢ikem os vnitfnich thla trojuhelniku ABC, vrcholy
A, B, C jsou po tadeé stiedy stran EF, GH, I.J. Velikost thlu EDJ je 51°, velikost thlu
HDI je 66°.
Urcete velikosti vnitinich thla trojahelniku ABC.
(K. Pazourek)
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Poznamka: obrazek je pouze ilustracni.

Mozné FeSeni. Vnitini thly trojihelniku ABC oznacime obvyklym zptsobem, tj. a, 3,
~. Osy vnitfnich thld trojuhelniku ABC' jsou osami soumeérnosti téchto thld, tedy plati
XBAD = xDAC = 5 atd. Trojuhelniky DEF, DGH, DIJ jsou rovnostranné a body A,
B, C jsou stfedy stran protilehlych spoleénému vrcholu D. Piimky DA, DB, DC jsou tedy
osami soumérnosti téchto trojuhelniki a plati X EDA = xADF = 30° atd. (viz obrazek
na dalsi strané).

Velikost tthlu ADC' je 30°451°+30° = 111° a pro soucet vnitinich hli v trojihelniku

ADC plati
~

%+111°+§ — 180°, (1)
coz po upraveé dava a + v = 138°. Soucasné pro vnitini thly trojihelniku ABC' plati
a+ B+ =180° (2)
neboli a + v = 180° — B. Z dvojiho vyjadfeni o + v dostavame 138° = 180° — 3, tedy
B = 42°.
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Obdobné vyjadiime velikost tthlu BDC' jako 30° + 66° + 30° = 126° a ze souctu
vnitinich thla v trojuhelniku BDC,

g +126° + % = 180°, (3)

ur¢ime [ + v = 108°. Soucasné z (2) plyne 5 + v = 180° — . Celkem dostavame 108° =
= 180° — «, tedy
a = T72°.

Dosazenim « ¢i 8 do nékteré z predchozich rovnosti vyjadiime zbyly thel +. Napf.
dosazenim do (2) dostavame 72° + 42° + v = 180°, a tedy

v = 66°.

Velikosti vnitinich thla trojihelniku ABC jsou 72°, 42°a 66°.
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Poznamky. Kromé podminek (1) a (3) 1ze pouzit také obdobnou podminku vzhledem
k trojuhelniku ADB. Pro tento ucel je tfeba vyjadfit ihel F DG jakozto doplikovy thel
do plného thlu s vrcholem D, jehoz velikost je 360° — 3 - 60° — 51° — 66° = 63°. Potom
velikost thlu ADB je 30° + 63° 4+ 30° = 123° a pro soucet vnitinich thld v trojuhelniku
ADB plati

s

[
— 4+123° + 2 =180°. 4
5 + + 5 (4)



Kterékoli t¥i ze ¢tyt rovnic (1) az (4) uréuji jednoznacné feSeni a takto lze tilohu také
Fesit. Napf. soustava rovnic (1), (3), (4) je ekvivalentni soustavé

a+vy=138°, [B+~v=108°, a+ [ =114°.

Odectenim tfeti rovnice od prvni dostavame v — f = 24°. Odecétenim této rovnice od
druhé dostavame 23 = 84°, tedy S = 42°. Po dosazeni tohoto vysledku do druhé, resp.
tfeti rovnice urc¢ime v = 66°, resp. a = 72°.

Hodnoceni. 2 body za tvodni pozorovani souvisejici s osami tuhli; 2 body za urceni
pomocnych thli a sestaveni rovnic; 2 body za dofeseni a kvalitu komentare.
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Na stranach obecného trojihelniku ABC jsou dany body K, L, M, N, U:

bod K je stredem strany AC,

bod U je stfedem strany BC),

body L a M lezi po fadé na tseckdch CK a CU tak, ze LM|| KU,

bod N lezi na useéce AB tak, ze |[AN|: |AB|=3:7,

pomeér obsahtt mnohotihelniki UMLK a MLKNU je 3: 7.

Urcete pomeér velikosti tiseCek LM a KU. (P. Bak)

MozZné fesSeni. Situaci ze zadani si zndzornime na obrazku:

C

A N B

Usecka KU je st¥edni piickou trojthelniku ABC. Trojahelniky KNU a KUC maji
spole¢nou stranu KU a shodné vysky na tuto stranu, tedy trojuhelniky KNU a KUC
maji stejny obsah (a to nezavisle na poloze bodu N na tsecce AB).

Ctyiahelnik UMLK je ¢asti pétithelniku MLKNU a pomér jejich obsahti je 3 : 7.
Tedy pomér obsahti ¢tyithelniku UM LK a trojihelniku K NU, resp. ctyrahelniku UM LK
a trojuhelniku KUC je 3 : 4. Ctyfthelnik UMLK je ¢asti trojthelniku KUC, tedy pomér
obsahti trojuhelnikt LMC a KUC je 1 : 4.



Usecky LM a KU jsou rovnobézné, tedy trojthelniky LMC a KUC jsou podobné.
Pomér velikosti odpovidajicich si dvojic tsecek je proto 1 : 2. Zejména pomér velikosti
usecek LM a KU je1:2.

Poznamka. Pozorovani z prvniho odstavce predchoziho feseni lze vyuzit také tak, ze bod
N umistime do stredu usecky AB:

C

A N B

Trojahelnik ABC je tak strednimi prickami KN, NU, U K rozdélen na ¢tyfi navzajem
shodné trojihelniky. Zejména plati, ze pomér obsahii ¢tyithelniku BU K A a trojuhelniku
ABC je 3 : 4. Naopak, pokud je KU|AB a pomér obsahit BUKA a ABC je 3 : 4, potom
KU je stfedni prickou trojihelniku ABC. Obdobnou tvahou vzhledem ke ¢tyriahelniku
UMLK a trojihelniku KUC' lze odvodit, ze LM je stfedni piickou trojuhelniku KUC.

Prikladame ilustraci, v niz jsou vsechny vyse zminované poméry dobte patrné:

Hodnoceni. 1 bod za pozorovani, Ze trojuhelniky K NU a KU C maji stejny obsah; 3 body
za dalsi dil¢i zavéry tykajici se poméri obsahii; 2 body za vysledek a kvalitu komentare.
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Najdéte vSechny trojice trojmistnych prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro ktera plati
V¥=a-¢, b=a+ 34

(E. Novotnad)

Mozné teseni. Pro jakékoli ¢islo a lze z druhé podminky vyjadfit b a nasledné z prvni

podminky c. Pro jakékoli ptirozené ¢islo a je b = a + 34 také ptirozenym cislem, avsak pro
2

c= % tomu tak byt nemusi. Po tipraveé

(a+34)2  a®+ 68a+ 342 342

a a a

zjistujeme, Ze c je prirozenym &islem pravé tehdy, kdyz a je délitelem &isla 342.
Trojmistni délitelé ¢isla 342 = 22172 jsou dva, a to 172 = 289 a 2-17% = 578. To jsou
tedy jediné mozné hodnoty a. Pro tyto moznosti vyjadiime b a c a ovéfime, zda dostaneme
trojmistna cisla:
e Proa=289jeb=a+34=323ac=a+68+ 35 =qa+72 =361
e Proa=578jeb=a+34=612ac=a+68+ 35 =a+ 70 = 648.
V obou pripadech jsou vsechna ¢isla trojmistna. Trojice ¢isel a, b, ¢ vyhovujici pod-
minkam ze zadani jsou 289, 323, 361 a 578, 612, 648.

Hodnoceni. 2 body za vyjadieni (1) ¢i analogickou tpravu; 2 body za trojmistné délitele
¢isla 342 a odpovidajici rozbor moznosti; 2 body za vysledek a kvalitu komentéaie.



