73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy krajského kola kategorie C

. Pro kazdé z Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel vétsich nez 1 uréime nejmensi
prvocislo, které jej déli, a pak téchto Sest prvocisel secteme. Mize ndm vyjit a) 23,
b) 257

. Na tabuli jsou napsana ¢tyti c¢isla /11, V12, V13, Vv14. V kazdém kroku jedno
¢islo z tabule smazeme a nahradime ho souc¢inem nékterych dvou ze zbylych tii c¢isel.
Zjistéte, zda lze postupovat tak, aby po nékolika krocich byla na tabuli jen cela ¢isla.

. Je dédn obdélnik ABCD, kde |AB| : |BC| = 2 : 1. Na jeho strandch AB, BC, CD,
DA jsou dany po tadé body K, L, M, N tak, ze KLMN je obdélnik, v némz
|KL| : |[LM| = 3 : 1. Na jeho strandch KL, LM, MN, NK jsou opét dédny po
rfadé body W, X, Y, Z tak, ze WXY Z je obdélnik, jehoz strany jsou rovnobézné se
stranami obdélniku ABCD. Vypoctéte pomeér | XY : [V Z|.

. Urcete pocet usporadanych ¢tvetic (a, b, ¢, d) ¢isel z mnoziny {1,2,3,...,1000}, ktera
zaroven splnuji rovnosti

ab = cd, a2 +b? =2+ d%

(Napriklad usporadand ¢tvefice (1,2,3,1) je jind nez usporadana ¢tverice (2,3,1,1).)

Krajské kolo kategorie C se kona
v atery 9. dubna 2024

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby souté-
zici méli na treseni tloh 4 hodiny cistého casu; pripadné dotazy
k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich 20 minutach.
Za kazdou tilohu muze soutézici ziskat 6 bodii; hodnoti se pri-
tom nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tupl-
nost sepsan¢ho postupu, vysledky vsech potiebnych pisemnych
nebo pamétnych vypoc¢ti musi byt zaznamenany. Bodova hra-
nice k urceni tspésnych rtesiteli bude stanovena centralné po
vyhodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vsech kraji. Povo-
lené pomucky jsou psaci a rysovaci potreby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim sou-
téze.
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1. Pro kazZdé z sesti po sobé jdoucich prirozenych cisel vétsich neZ 1 urcime nejmensi
prvocislo, které jej déli, a pak téchto Sest prvocisel secteme. Mize nam vyjit a) 23,
b) 257 (Eliska Macakova)

RESEN{. Mezi kazdymi Sesti po sobé jdoucimi ¢isly jsou pravé tii suda (ta do souctu
prispéji tiikrat prvocislem 2) a pravé dve délitelna tfemi, z nichz jedno je liché (to pfispéje
prvocislem 3) a druhé je sudé (jeho prispévek prvocislem 2 uz jsme zapocitali). Zbyla dvé
7z téchto Sesti Cisel prispéji prvocisly p a ¢, z nichz kazdé je vétsi nez 3.

a) Jedind prvocisla p, ¢ vétsi nez 3, pro ktera plati 2+ 2+ 2 + 3 + p + ¢ = 23 neboli
p+q = 14, jsou p = ¢ = 7. To by ovSem znamenalo, Ze mezi Sesti po sobé jdoucimi
¢isly jsou dveé délitelnd sedmi. Takova situace nastat nemuze, protoze dva rizné nasobky
sedmi se lisi nejméné o sedm. Soucet 23 ndm tedy vyjit nemuze.

b) Ano, muze. Vyhovuje naptiklad Sestice ¢isel 121, 122, 123, 124, 125 a 126, jejichz
nejmensi prvociselni délitelé jsou po tadé 11, 2, 3, 2, 5 a 2, takze skutecné davaji
pozadovany soucet 25.

KOMENTAR. PopiSeme, jak hledat ¢isla v ¢dsti b). Vyuzijeme k tomu tivahu z tvodu
naseho reseni. Jedina prvocisla p, ¢ vétsi nez 3, pro ktera plati 2+24+2+3+p+q =25
neboli p+ ¢ = 16, jsou p = 5 a ¢ = 11 (nebo naopak). V hledané Sestici se tak musi
nachézet c¢islo, jehoz nejmensi prvociselny délitel je 11.

Zatadime-li do Sestice rovnou ¢islo 11, budou v ni z nasobki 5 pritomna ¢isla 10
nebo 15 (mohou tam byt i obé, ale zadné jind). Ani jedno z téchto dvou ¢isel nam ale
nemuze prispét prvocislem 5, protoze maji mensi prvociselné délitele 2, resp. 3.

Druhé nejmensi éslo, které miize piispét prvoéislem 11, je 112 = 121. V jeho ,,okoli*
uz najdeme vyhovujicich Sest ¢isel. Jelikoz 119 = 7 - 17, toto cislo zaradit nemtzeme.
Pripada tak v ivahu Sestice zacinajici ¢islem 120 nebo Sestice zacinajici ¢islem 121. Tyto
dve Zestice (obé s &islem 125 = 53) vyhovuji.

Déle ¢asti b) vyhovuji naptiklad vSechny Sestice obsahujici jak ¢islo 143 = 11-13, tak
i ¢islo 145 =5 -29.

Za tiplné feseni udélte 6 bodi. Cast a) je hodnocena 3 body, ¢ast b) také 3 body. Netipln4 fesenf hodnotte

nasledovné:

Al. Konstatovani, ze v kazdé Sestici po sobé jdoucich ¢isel se nachédzi t¥i sud4 ¢isla, ktera prispéji tiikrat
prvocislem 2: 1 bod.

A2. Konstatovani, ze v kazdé Sestici po sobé jdoucich ¢isel se nachazi jedno liché ¢islo délitelné tremi,
které prispéje prvocislem 3: 1 bod.

A3. Zduvodnéni, pro¢ pripad p = ¢ = 7 neni mozny: 1 bod.

B1. Nalezeni libovolné vyhovujici Sestice v ¢asti b): 3 body.
Tolerujte, pokud je namisto ovéreni pouze konstatovino, ze navrzena Sestice ,,ziejmé* vyhovuje.

B2. Hledéni vyhovujici Sestice v &sti b) v ,,0koli“ ¢isla 121 (pripadné jiné vhodné mocniny prvodisla 11
nebo 5), které kvili numerické chybé skoné¢i netispésné: 2 body.

B3. Pozorovani, Ze v ¢dsti b) je potieba najit prvodisla p, ¢ vétsi nez 3 takova, ze p + ¢ = 16: 1 bod.
Celkem udélte A1 + A2 + A3 + max(B1,B2,B3) bodu. Pokud fesitel postupuje ndmi neuvedenym

zpusobem, hodnoftte jeho dil¢i kroky obdobné.
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Na tabuli jsou napsdina ctyri cisla /11, V12, V13, V14. V kazdém kroku jedno
cislo z tabule smazZeme a nahradime ho soucinem nékterych dvou ze zbylych tri cisel.
Zjistéte, zda lze postupovat tak, aby po nekolika krocich byla na tabuli jen celd cisla.

(Josef Tkadlec)

RESENI. Ano, lze. Jednotlivé kroky pro tvefice ¢isel zapsané ve sloupcich jsou

znazornény Sipkou. Preskrtnuté c¢islo je vzdy nahrazeno soucinem dvou podbarvenych
Cisel.

V11 V11 V11 ML = 132 132 132
V12 V12 M2 o 132 132 132 132
V13 M3 - /132 V132 V132 AT o 1322
ML - /132 V132 V132 AT o 1322 1322

Plny pocet 6 bodit udélte tém resenim, ze kterych je jasné, jak mame kazdy krok vykonat, abychom
nakonec dostali ¢tverici celych ¢isel. Netiplné feseni hodnotte nasledovné:

Al.
A2.
A3.
A4.
Ab5.
AG.

B1.
B2.

Tvrzeni, ze celd Cisla jsou dosazitelna, bez snahy vysvétlit, jakym zptisobem: 0 boda.

Rozklad ¢isel na prvocinitele a/nebo jejich ¢asteéné odmocnéni: 0 bodu.

Popis série krokt, po nichz ziskame dvé stejnd ¢isla: 1 bod.

Popis série krokt, po nichz ziskame jedno celé Cislo a tTi neceld ¢isla: 2 body.

Popis série krokt, po nichz ziskame dvé celd ¢isla a dvé neceld ¢isla: 4 body.

Hypotéza, ze ¢tyri cela ¢isla jsou dosazitelnd, se slovnim popisem kroka, ze kterého je jasny zamér,
avSak v néjakém kroku tento popis nemé jednoznacnou interpretaci a néktera z moznych interpretaci
nevede k cili: 5 bod1.

Myslenka, ze jakmile ziskdme dvé celd ¢isla, snadno pak dojdeme k cili: 2 body.

Myslenka, ze jakmile ziskdme dvé stejnd cisla, jejich soucin bude celé ¢islo: 2 body.

Celkem pak udélte maX(Bl + maX(BZ,A3,A4),A5,A6) bodii. Casteéné body udélte i v pFipadé,

Ze v TeSen{ je konstatovdno, Ze vSechna Ctyfi celd ¢isla jsou (asi) nedosazitelnd. Pokud ovSem feSitel
konstatuje, ze nedosazitelnost ¢tyt celych ¢isel svym postupem dokézal, udélte nejvyse 3 body. Postupuje-
-li Tesitel ndmi neuvedenym zpusobem, hodnotte jeho dil¢i kroky obdobné.
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3. Je dan obdéinik ABCD, kde |AB|:|BC| = 2 : 1. Na jeho stranich AB, BC,
CD, DA jsou dany po radé body K, L, M, N tak, Ze KLMN je obdélnik, v némz
|KL| : |LM| = 3 : 1. Na jeho strandch KL, LM, MN, NK jsou opét diny po
radé body W, X, Y, Z tak, Ze WXY Z je obdélnik, jehoZ strany jsou rovnobézné se
stranami obdélniku ABCD. Vypoctéte pomer | XY | :|Y Z|. (Pavel Calabek)

RESENI. Uloha tésné navazuje na tlohu z doméaciho kola se stejné zadanymi obdélniky
ABCD a KLMN. V prubéhu jejiho feseni jsme odvodili poznatek, ze Ctyfi pravouhlé
trojuhelniky ANK, DM N, CLM, BK L jsou navzajem podobné, ptitom kazdy z nich ma
délky odvésen v poméru 5 : 1, konkrétné |AN| : |AK| = 5 : 1. Resitelé krajského kola se
mohou na tento vysledek odvolat, uvedme vsSak i nyni jeho odvozeni podle nésledujiciho
obrazku. Postup se nam totiz bude hodit k obdobnému posouzeni dvojice obdélnikt

KLMN a WXYZ.

2w

8

A1 K

Avizovana podobnost pravouhlych trojihelniki ANK, DM N, CLM a BKL, které
,obklopuji“ obdélnik K LM N, plyne podle véty uu ze shodnosti jejich vnit¥nich uhli.
Napriklad vyznacené tthly KNA a DNM se doplnuji do 90°, stejné jako uhly DN M
a NMD, odkud dostavame shodnost thlt KNA a NMD. Analogicky se zduvodni
i ostatni potrebné shodnosti thlu.

Dale jsme v feSeni tlohy urcili poméry podobnosti zminénych ¢tyt trojuhelniki:
trojihelniky ANK a CLM jsou dokonce shodné (maji totiz shodné prepony), oproti
nim maji trojihelniky DM N a BKL strany trikrat delsi (ttikrat delsi jsou totiz podle
zadani jejich prepony). Pti volbé jednotky délky 1 = |AK| a oznaceni x = |AN| tak mame
|CM| =1, |DN|=3a|DM|=3z,atedy |AB| = |CD| =3z+1a|BC|=|AD|=z+3.
Dosazenim do zadaného poméru |AB| : |BC| = 2 : 1 dostaneme rovnici (3z+1) = 2(z+3)
s jedinym FeSenim z = 5. Proto skutecné plati napriklad |[AN| : |[AK| =5 : 1. Timto
uzavirame pripomenuti postupu z domaciho kola.

Nyni vysSe provedené tvahy vyuzijeme pro dvojici obdélniki KLMN a WXY Z.
Znovu zde tak mame ¢tverici podobnych pravouhlych trojuhelnikt KWZ, LXW MY X
a NZY ,obklopujicich® obdélnik W XY Z. Hledany pomér |XY| : |YZ|, zapsany jako
pomér |WZ| : | XW], je tak vlastné pomérem délek prepon dvou podobnych trojihelniki
KWZ a LXW. Najdeme jej dale jako pomér |K Z| : | LW| délek odpovidajicich si odvésen
téchto dvou trojuhelnika.

Ze zadani plyne, ze strana AB obdélniku ABC D musi byt rovnobézna se stranou ZW
obdélniku W XY Z, nebot je ziejmé vylouceno, aby platilo AB || ZY. Proto jsou
sttidavé thly KW Z a BKL shodné, takze pravouhlé trojihelniky KW Z a BKL jsou

4
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podobné podle véty uu. Na obrazku je tak dokonce osm navzajem podobnych pravouhlych
trojuhelniki, kazdy s délkami odvésen v diive urceném pomeéru 5 : 1.

Pii oznaceni y = |KZ| a z = |LW| tak mame |[KW| = by a |[LX]| = 5z. To dava
|KL| = by + z a |[LM| = 5z + y (nebot |MX| = |KZ| ze shodnosti trojihelniki
MY X a KWZ). Podminku |KL| : |[LM| = 3 : 1 tudiz mizeme prepsat jako rovnost
5y + z = 3(5z 4+ y), ze které snadno plyne y = 7z. Podle nasich tivah tak pro hledany
pomér vychazi

XY | [YZ| = |WZ|: | XW|=|KZ|: |LW|=y:2z=T7:1.

Za tplné TeSeni udélte 6 bodu. Za takové je treba povazovat i feSeni, kdy poznatky z Al a A3 jsou
oznaceny za zndmé (z domdciho kola) a poznatek z A2 za analogii poznatku z Al (existuji vSak tplné
postupy, které poznatek z A3 nevyuzivaji pfimo, ale skryté v néjaké rovnici). Neuplnd feseni hodnotte
nasledovné, pritom body za Al, A2 a A3 udélte i v pripadé popsaném v predchozi vété:
A1. Dikaz podobnosti nékterych dvou sousednich z trojihelnika ANK, BKL, CLM, DMN (obklopu-
jicich obdélnik K LM N): 1 bod.
A2. Dtikaz podobnosti nékterych dvou sousednich z trojihelnika KWZ, LXW, MY X, NZY (obklo-
pujicich obdélnik W XY Z): 1 bod.
A3. Podlozeny vypocet poméru délek nékterych dvou stran jednoho trojihelniku z A1l (nejspise odvésen,
kdy vyjde 5: 1): 2 body.
A4. Dukaz podobnosti dvou trojihelniki, z nichz jeden je uveden v Al a druhy v A2: 1 bod.
B1. Podlozené sestaveni jedné nebo vice linearnich rovnic, které umoznuji spocitat pomér podobnosti
mezi vétsimi a mensimi trojihelniky z A2: 5 bodu.
Nestaci tedy vypsat naptiklad soustavu kvadratickych rovnic, které 1ze ziskat bez uziti podobnosti
uzitim Pythagorovy véty pro ruzné zastoupené pravoihlé trojihelniky.
Celkem pak udélte max (max(Al7 A2 A3)+ A4, Bl) bodu. Tolerujte, pokud fesitel zduvodni podob-
nost néjaké dvojice trojuhelniki a poté podobnosti, které Ize zduvodnit stejnym postupem, oznaci za
analogické. Postupuje-li fesitel ndmi neuvedenym zptisobem, hodnotte jeho diléi kroky obdobné.
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4. Urcete pocet usporadangch ctveric (a,b,c,d) c¢isel z mnoziny {1,2,3,...,1000}, kterd
zdroven splnuji rovnosti

ab = cd, a?+ b =+ d2

(Napriklad usporddand ctverice (1,2,3,1) je jind nez usporddand ctverice (2,3,1,1).)
(Jan Mazék)

RESEN{. Viimnéme si, Ze diky rovnostem ze zadani plati
(a+ )% = (a® + %) + 2ab = ( + d?) + 2cd = (c + d)*.

Protoze obé ¢isla a + b, ¢ + d jsou kladnd, po odmocnéni dostavame a + b = ¢ + d.
Pti podobné tvaze pro rozdily a — b a ¢ — d musime byt o néco opatrnéjsi. Z rovnosti

(a —b)? = (a® +b*) — 2ab = (* + d*) — 2cd = (c — d)?

po odmocnéni tentokrat dostavame |a — b| = |c — d|, takZe nastane aspon jeden z piipadi
(i)a—b=c—dnebo (ii)a—b=d—c.

V obou pripadech mizeme ziskanou rovnost secist s rovnosti a + b = ¢ + d, ¢imz
dostaneme v pripadé (i) rovnost 2a = 2¢, tj. a = ¢, zatimco v ptipadé (ii) vyjde 2a = 2d,
tj. a = d. Z rovnosti a+b = c+d pak v pfipadé (i) diky a = ¢ plati b = d, zatimco v pripadé
(ii) diky a = d plati b = ¢. Kazdopadné se tak dvojice a, b v nékterém poradi rovna dvojici
¢, d, a proto kazda vyhovujici ¢tvefice musi byt tvaru (a, b, a,b) nebo (a, b, b, a).

Na druhou stranu vSechny ¢tverice (a, b, a,b) i (a,b,b,a) ziejmé spliuji obé rovnosti
ze zadani. Zbyva proto urcit pocet téchto ctveric. Pokud plati a = b, jde o ¢tverice téhoz
tvaru (a,a,a,a) a téch je 1000. Pokud naopak a # b, jsou ¢tverice (a,b,a,b) a (a,b, b, a)
ruzné. Protoze mame 1000 moznosti pro vybér a a poté 999 moznosti pro vybér b, pocet
¢tveric, ve kterych a # b, je roven 2 - 1000 - 999 = 1998 000. Celkem tak existuje pravé
1999000 vyhovujicich ¢tveric.

JINE RESENI. Z prvn{ zadané rovnosti vyjadiime d = ab/c, coz dosadime do druhé
rovnosti, kterou dale upravime nasledovné:

a® +b* =+ (ab/c)® |- 2,
A(a® + %) = c* + a??,
Aa® + A2 =t + VP
Aa® — ¢t = a?v? — A,
02(a2 _02) _ 62(0,2 _02)7
(a2 — 02) (02 — bz) =0.

Protoze cisla a, b, ¢, d jsou kladna, podle odvozené rovnosti se ¢islo ¢ rovna nékterému
z ¢isel a nebo b. Tomu druhému se diky d = ab/c pak rovna ¢islo d.

Znovu jsme dosli k zavéru, ze kazda vyhovujici Ctvefice musi byt tvaru (a,b,a,b)
nebo (a, b, b,a), pricemz jakékoli takova ¢tvefice zadani ziejmé vyhovuje. Ctvefic tvaru
(a,b,a,b) je 1000? (piipoustime i moZnost a = b). Stejné tak tvefic tvaru (a,b,b,a) je
10002 (pfipoustime i monost a = b). Protoze viak v souctu 1000? 4+ 10002 je kazd4
z 1000 ¢tvetic (a,a,a,a) (moznost a = b) zapocitana dvakrat, vyhovujicich ¢tveric je
pravé 2 - 10002 — 1000 = 1999 000.
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P0OzZNAMKA. Zduvodnéni, pro¢ kazdd vyhovujici ¢tverice (a,b,c,d) musi byt tvaru
(a,b,a,b) nebo (a,b,b,a), lze podat také geometricky. K tomu uvazime dva pravothlé
trojuhelniky, jeden s odvésnami délek a a b, druhy s odvésnami délek ¢ a d. Podle prvni
zadané rovnosti maji tyto dva trojuhelniky stejné obsahy, podle druhé rovnosti maji
shodné prepony. Maji tak i shodné vysky k preponé. Vyuzijme nyni zndmou konstrukei
pravouhlého trojihelniku podle zadané prepony a zadané vysky. Diky soumérnosti uzité
Thaletovy kruznice podle osy pfepony jsou nase dva trojihelniky shodné. Proto plati
(a,b) = (¢,d) nebo (a,b) = (d, c), jak jsme chtéli ukazat.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za takové povazujte i feseni, ve kterych po odvozeni jedinych moznych
tvart (a,b,a,b) a (a,b,b,a) chybi zminka o tom, Ze vSechny takové ¢tvefice rovnosti ze zaddni zfejmé
splnuji. Nedplna reseni hodnotte nasledovné:

AQ. Vyjadreni jednoho z ¢isel a, b, ¢, d z jedné rovnosti a dosazeni do druhé rovnosti: 0 bod.

Al. Udélte 2 body, pokud fesitel splni cokoli z nasledujiciho:

> Odvozeni nékteré z rovnosti (a + b)? = (¢ +d)?, a +b = ¢+ d nebo (a — b)? = (c — d)*.

> Pozorovani, ze pokud pevné zvolime hodnotu souc¢inu ab, hodnota a2 + b? klesa s tim, ¢im blize
jsou ¢isla a a b k sobé.

> Oznadeni A = a?, B = b2, C = ¢, D = d? a pfevedeni ptivodnich rovnosti na rovnosti
AB=CDaA+B=C+D.

A2. Odvozeni obou rovnosti (a + b)? = (¢ + d)? a (a — b)? = (¢ — d)?: 3 body.

A3. Vyjadieni jedné nezndmé z rovnice ab = cd a dosazeni do druhé rovnice s vyjadrenym zadmérem
fesit kvadratickou rovnici pro druhou mocninu vhodné nezndmé (v nasem druhém fesSeni jde
o kvadratickou rovnici pro ¢? s kofeny a2, b?): 3 body.

A4. Zduvodnéni, pro¢ nékteré z ¢isel a, b je rovno nékterému z Cisel ¢, d, pripadné odvozeni rovnosti, ze
které to ihned plyne, napifklad rovnosti (¢? — a?)(c? — b%) = 0: 4 body.

Tolerujte pfitom, kdyz fesitel odvodi (typicky $patnym odmocnénim rovnosti (a — b)? = (¢ — d)?)
pouze jeden ze dvou moznych pripadid. Tento krok lze také splnit vyfesenim kvadratické rovnice
z A3.

A5. Ditkaz, ze vyhovujici ¢tvefice musi byt tvaru (a,b,a,b) nebo (a,b,b,a) (nezdlezi, zda je zavér
zformulovidn pomoci ¢tvefic nebo je zapsana ¢i slovné popséna rovnost {a,b} = {¢,d}): 5 bodu.
Tento dikaz muze byt proveden postupy z obou feseni i geometrickym postupem z poznamky.

B1. Pozorovéani, Ze rovnostem ze zaddni vyhovuji nejen ¢tverice tvaru (a,b,a,b), ale i ¢tvefice tvaru
(a,b,b,a): 1 bod.

B2. Spravné vy¢isleni poctu étveric tvara (a, b, a,b) a (a,b, b, a) dohromady: 1 bod.

Celkem pak udélte max(A1l, A2, A3, A4, A5, B1) 4+ B2 bodt. Postupuje-li fesitel ndmi neuvedenym zpi-

sobem, hodnoftte jeho dil¢i kroky obdobné.



