73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

. kolo kategorie Z5

Z5-11-1
Déti dostaly priklad s péti prazdnymi policky:

L-O-0O:- O+ L) =7
Do kazdého policka mély vepsat jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5 tak, aby kazdé ¢islo pouzily
pouze jednou a aby déleni vychéazelo beze zbytku.
Najdéte vSechny vysledky, které mohly déti dostat. (M. Petrovad)
Mozné reseni. Délencem mohou byt jediné dand ¢isla, tedy ¢isla od 1 do 5. Délitelem

mohou byt jediné souc¢ty danych cisel, tedy ¢isla od 3 do 9. Déleni beze zbytku lze uvedenym
zpusobem sestavit jediné takto:

3:(1+2), 4:(1+3), 5:(1+4), 5:(2+3).

Poradi scitanci v zavorkach neni podstatné, ve vSech pripadech je podil roven 1.
Doplnéni zbylych dvou ¢isel do zbylych dvou policek dava nasledujici priklady:

4-5-3:(1+2)=19,
2.5—-4:(14+3)=9,
2:3-5:(14+4) =5,
1-4-5:(2+3)=

Poradi souciniteli neni podstatné. Déti mohly dostat vysledky 19, 9, 5, nebo 3.

Hodnoceni. Po 1 bodu za kazdé spravné doplnéni s vysledkem; 2 body za tplnost ko-
mentare.

Z5-11-2

Albert, Ben, Cyril, Dan, Erik, Filip a Gabo vstoupili v tomto pofadi po jednom za
sebou do jeskyné s mnoha dvermi. Svoje poradi méni jen pfi priichodu dvefmi, a to takto:
prvni ze zastupu otevie dvefe, podrzi je vSem ostatnim a pak se zafadi na konec. Prvni
dvere tedy otevira Albert, druhé Ben atd.

Kdo otevie sté dvete? (K. Pazourek)



MozZné reseni. Poradi jeskynaiu se postupné meéni takto:

vstup:
1. dvefte:

2. dvete:

7. dvere:
8. dvere:

9. dvere:

14. dvefte:
15. dvere:
16. dvere:

A,B,C,D,EF, G
B,C,D,E,F G, A
C,D,E,F,G, A, B

A,B,C,D,E,F,G
B,C,D,E,F G, A
C,D,E,F, G, A, B

A,B,C,D,E,F,G
B,C,D,E, F G, A
C,D,E,F G, A B

V kazdych sedmych dverich je jejich poradi stejné.

Nejblizsi nésobek sedmi mensi nez 100 je 98 (7 - 14 = 98). Tedy 98. dvefmi (stejné
jako 7., 14. atd.) prochézi jeskynafi v ptivodnim pofadi. Dalsi, 99. dvefe (stejné jako 1.,
8., 15. atd.) otevirda Adam. Dalsi, sté dvefe (stejné jako 2., 9., 16. atd.) otevira Ben.

Hodnoceni. 2 body za pozorovani, ze poradi jeskynariu se opakuje s periodou odpovidajici
jejich poctu; 2 body za odhaleni ptivodniho potadi v 98. dvetich; 2 body za dofeseni tulohy.

Z5-11-3

Na obraze jsou dva bilé ¢tverce v Sedém poli. Strany obrazu i strany obou ¢tvercii

jsou orientovany vodorovné, nebo svisle:

Teckované vyznacené vzdalenosti mensiho ¢tverce od stran obrazu jsou stejné jako
velikost strany tohoto ¢tverce. Carkované vyznacené vzdalenosti vétsiho ¢tverce od stran
obrazu jsou stejné jako velikost strany tohoto étverce. Obsah $edé ¢asti obrazu je 62 cm?.

Urdéete obsah bilé ¢asti obrazu.

(E. Semerdadova)



MozZné feseni. Velikost (levé vodorovné) ¢arkované tsecky je stejna jako soucet velikosti
teckované uisecky a strany mensiho ¢tverce. Tedy velikost ¢arkované tisecky je dvojnasobna
vzhledem k velikosti teckované tisecky neboli strana vétsiho ¢tverce je dvojnasobné vzhle-
dem ke strané mensiho ¢tverce. Cely ttvar tak lze rozdélit na pole shodna s mensim bilym
¢tvercem:

Vétsi bily étverec je tvotfen 4 poli. Bilych poli je celkem 5 (1 4+ 4 = 5). Vsech poli je
36 (6 -6 = 36). Sedych poli je 31 (36 — 5 = 31).

Sed4 ¢ast ma obsah 62cm?, tedy obsah jednoho pole je 2cm? (62 : 31 = 2). Bilych
poli je 5, tedy bila ¢ast obrazu ma obsah 10cm? (5 - 2 = 10).

Hodnoceni. 1 bod za poznatek o poméru stran bilych ¢tverci; 1 bod za rozdéleni utvaru
a pocty bilych a sedych poli; 2 body za obsah jednoho pole; 2 body za obsah bilé ¢asti
obrazu.



73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

. kolo kategorie Z6

Z6-11-1

Zéci dostali piirozené ¢islo mensi nez 100. Ale$ dané &islo zaokrouhlil na desitky. Bara
dané cislo zaokrouhlila na stovky. Cyril dané ¢islo vynasobil dvéma. Dana zaokrouhlené
Alesovo a Barino ¢islo secetla. Eva od Danina ¢isla odecetla Cyrilovo ¢islo. Frantisek ozna-
mil Evin vysledek, a ten byl 30.

Které ¢islo mohli zaci dostat? Urcete vSechny moznosti. (E. Semerddovd)

Mozné feSeni. Danino ¢islo (soucet AleSova a Béafina ¢isla) bylo o 30 vétsi nez Cyrilovo
(dvojnéasobek daného ¢isla).

Pokud by dané ¢islo bylo mensi nez 50, pak by Béafino ¢islo bylo nula (zaokrouhleni
na stovky). V takovém ptipadé by Danino ¢islo bylo stejné jako AleSovo, a to nemuze byt
vétsi nez Cyrilovo ¢islo. Tedy dané ¢islo bylo alespon 50.

Zaokrouhlené Alesovo a Béarino ¢islo, a proto i Danino ¢islo, bylo nasobkem desiti.
Také rozdil Danina a Cyrilova ¢isla byl nasobkem desiti. Tedy dané ¢islo bylo nasobkem
péti.

Pro ¢isla od 50 do 99, ktera jsou nasobky péti, probereme vSechny moznosti:

dano 50 95 60 65 70 75 80 85 90 95
Ales 50 60 60 70 70 80 80 90 90 100
Bara 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100
Cyril 100 | 110 | 120 | 130 | 140 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190

Dana 150 | 160 | 160 | 170 | 170 | 180 | 180 | 190 | 190 | 200
Eva 20 50 40 40 30 30 20 20 10 10

Zaci mohli dostat bud ¢islo 70, nebo 75.

Hodnoceni. 2 body za dil¢i pozorovani tykajici se daného ¢isla; po 1 bodu za kazdou
spravnou moznost; 2 body za tuplnost komentare.

Z6-11-2

Ze shodnych ¢tvercii se stranou délky 1 cm je slozen ttvar s nasledujicimi vlastnostmi:
Utvar je tvofen fadami sousedicich ¢tverci.

Spodni fada sestava ze dvanacti ¢tverci.

Kazda vyssi fada zacina zleva stejné jako fada pod ni, ma vSak o jeden ¢tverec méné.
Horni radu tvori ¢tyfi ¢tverce.

Vrcholy spodni strany utvaru jsou oznaceny A a B, pravy vrchol horni strany je

oznacen C.
Urcete obsah trojuhelniku ABC. (E. Novotnd, K. Pazourek)



A B

Mozné feSeni. Nejprve uré¢ime pocet fad atvaru. Téch je tolik, kolik je celych ¢isel od 4
do 12, a to je 9.

Obsah trojuhelniku ABC' je polovi¢ni vzhledem k obdélniku tvofenému 9 fadami po
12 ¢tvercich. Obsah trojahelniku ABC' je

1
5-12-9:54(cm2).

Hodnoceni. 3 body za pocet fad utvaru; 3 body za obsah trojahelniku.

7Z6-11-3
V zemi Binarii ziji matematici né€kolika tirovni. VSichni matematici stejné trovné
vytesi za den stejny pocet prikladi. Matematik vyssi irovné vytesi za den dvojnasobné
mnozstvi priklad nez matematik predchozi tirovné. TTi matematici paté tirovné vytesi za
den o tisic prikladd vic nez ¢tytri matematici druhé trovné.
Kolik prikladt vyfesi za den jeden matematik druhé trovné?
(K. Pazourek, M. Petrova)

Mozné feSeni. Nejprve porovname vykonnosti matematikt riznych drovni:

e Matematik 3. irovné vyftesi za den dvojnasobek toho, co matematik 2. irovné.

e Matematik 4. irovné vytesi za den dvojnasobek toho, co matematik 3. Grovné, tj. Ctyi-
nasobek toho, co matematik 2. tirovné.

e Matematik 5. irovné vytesi za den dvojnasobek toho, co matematik 4. irovné, tj. ctyr-
nasobek toho, co matematik 3. arovné, tj. osminasobek toho, co matematik 2. Grovné.

TFi matematici 5. irovné vyfesi za den tolik, co 24 matematikt 2. rovné (3-8 = 24).
To je podle zadani o 1000 prikladt vic, nez vyftesi ¢tyfi matematici 2. Grovné. Tedy 20
matematiki 2. irovné vytesi za den 1000 priklada (24 — 4 = 20).

Jeden matematik 2. tirovné vytesi za den 50 ptikladi (1000 : 20 = 50).

Hodnoceni. 2 body za porovnani matematikd rtznych trovni; 2 body za pomocné vy-
pocty; 2 body za vysledek.



73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

. kolo kategorie Z7

Z7-11-1

Déti hazely klasickou hraci kostkou s ¢isly od 1 do 6. Kdyz padlo sudé cislo, tak za-
tleskaly. Kdyz padlo cislo délitelné tfemi, tak zadupaly. Kdyz nastaly oba pripady, udélaly
oboji, v ostatnich piipadech nedélaly nic. Béhem péti hodd déti celkem trikrat zatleskaly
a trikrat zadupaly. Soucet ¢isel, ktera postupné padla, byl dvacet.

Najdéte vsechny mozné pétice cisel, ktera mohla padnout, bez ohledu na jejich potradi.
(E. Semerddovad)

MozZné reseni. Déti zatleskaly, kdyz padlo ¢islo 2, 4, nebo 6. Déti zadupaly, kdyz padlo
¢islo 3, nebo 6.

Protoze déti dupaly celkem trikrat, mohly padnout jediné néasledujici pétice:
676767 *7 *; 676737 *7*; 673737*7*; 373737*7*7
kde * znaci ¢isla rizna od 3 a 6.
Protoze déti tleskaly celkem ttikrat, byly v pétici praveé tii suda ¢isla. Posledni z vyse

uvedenych pétic takto doplnit nelze, zbylé tfi doplnit lze. Aby soucet ¢isel byl roven 20, je
doplnéni kazdé pétice urceno jednoznacné:

6,6,6,1,1; 6,6,3,4,1; 6,3,3,4,4.

To jsou vSsechny mozné pétice ¢isel, které mohly détem padnout.

Hodnoceni. Po 1 bodu za kazdou spravnou pétici; 3 body za uplnost komentare.

27-11-2

Ze shodnych ¢tvercii se stranou délky 1 cm je slozen utvar s nasledujicimi vlastnostmi:

Spodni a horni fada sestava z jednoho ctverce.

Ostatni fady maji po dvou sousedicich ¢tvercich.

Vsechny sloupce jsou tvoreny dvéma sousedicimi ¢tverci.

Obvod tatvaru je 178 cm.

Vrcholy spodni strany ttvaru jsou oznaceny A a B, pravy vrchol horni strany je
oznacen C.

Urcete obsah trojuhelniku ABC. (K. Pazourek)



A B

MozZné tesSeni. Potfebujeme urcit pocet fad atvaru, tj. vysku trojuhelniku ABC vzhle-
dem ke strané AB. Tento udaj je ukryt v informaci o obvodu utvaru.

Spodni a horni fada (o jednom ¢tverci) pfispiva do obvodu ttvaru 3 cm, ostatni fady
(o dvou ¢tvercich) pfispivaji 4 cm. Obvod ttvaru bez piispévku spodniho a horniho étverce
je 172cm (178 — 2 -3 = 172). Tedy pocet fad o dvou ¢&tvercich je 43 (172 : 4 = 43) a fad
celkem je 45 (2 + 43 = 45).

Obsah trojahelniku ABC je
% -1-45 = 22,5 (cm?).
Hodnoceni. 2 body za diléi postiehy souvisejici s obvodem tutvaru; 2 body za pocet fad
utvaru; 2 body za obsah trojihelniku.

Z7-11-3
Na zavodech se spolu utkalo pét déti, dévcata Anna a Fiona a chlapci Julek, Lukas
a Tomas. O cilovém pofadi mame tyto informace:
Z4adné dvé déti se neumistily na stejném misté.
Prameérné umisténi dévcat bylo stejné jako primérné umisténi chlapci.
Obé dévcata se umistila pred Tomasem.
Julek se umistil mezi Annou a Lukasem.

Urcete cilové poradi déti. (E. Novotnd)

MozZné fesSeni. Z prvni a druhé informace plyne, Ze dévéata byla na druhém a étvrtém
misté a chlapci byli na prvnim, tietim a patém misté.

Odtud a ze tieti informace plyne, ze Tomas byl posledni.

Odtud a ze ¢tvrté informace plyne, Ze Lukas byl prvni a Anna ¢tvrta (aby vibec byl
néjaky prostor mezi nimi). Tedy Julek byl tfeti a Fiona druha.

Cilové poradi déti bylo

1. Lukas, 2. Fiona, 3. Julek, 4. Anna, 5. Tomas.

Hodnoceni. 2 body za zjisténi, ze chlapci a dévcéata se v potradi stiidaji; 2 body za cilové
poradi déti; 2 body za kvalitu komentare.



73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

. kolo kategorie Z8

Z8-11-1

Poéitacovy program vypisoval po fadcich éisla tvorena éislicemi od 1 do 9. Cislice byly
pouzity opakované v prirozeném poradi. Na kazdém tadku bylo o jednu ¢islici vic nez na
radku predchozim, na prvnim radku byla 1:

1
12
123

123456789
1234567891
12345678912

Vypis byl ukoncen ¢islem na 2024. radku.
Zjistéte, na kolika fadcich byla ¢isla délitelna a) tfemi, b) ¢tyfmi. (P. Bak)

MozZné resSeni. V obou pripadech nejprve zjistime, jak se prislusna vlastnost mezi po-
stupné tvorenymi cisly opakuje:

a) Cislo je délitelné tfemi, pravé kdyz je jeho ciferny soucet délitelny tiemi. Do ci-
fernych souctt prispivaji opakované ¢isla od 1 do 9, a ty maji po déleni tremi zbytky
opakované 1, 2, 0. U tvorenych cisel se tak zbytek po déleni ciferného souctu tfemi opakuje
po trojicich takto:

1,0,0;1,0,0;...
V kazdé takové trojici jsou dvé cisla délitelnd tremi.

Nejblizsi nasobek t¥1 mensi nez 2024 je 2022 (= 3-674). Tedy na prvnich 2022 radcich
je 1348 ¢isel délitelnych tfemi (674 trojic po dvou ¢islech délitelnych tiemi). Cislo na
2023. radku délitelné tiemi neni, ¢islo na 2024. radku délitelné tfemi je.

Cisla délitelna tfemi jsou na 1349 fadcich.

b) Cislo je délitelné ¢tyimi, pravé kdyz je jeho posledni dvojéisli délitelné étyimi.
U tvorenych cisel se posledni dvojéisli opakuji takto:

11,12, 23,34, 45,56,67,78,89; 91,12, 23, . . .

A7 na Uplné prvni ¢islo, které je jednomistné, se posledni dvoj¢isli tvorenych ¢isel opakuji

po deviticich. V kazdé takové devitici jsou dvé cisla délitelna ¢tyimi, a to 12 a 56.
Nejblizsi nasobek deviti mensi nez 2024 je 2016 (= 9 - 224). Tedy na prvnich 2016

fadcich je 448 ¢isel délitelnych ¢tyimi (224 devitic po dvou ¢islech délitelnych ¢tyimi). Na

8



zbylych osmi fadcich jsou koncova dvojcisli 91, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, mezi nimiz jsou
dvé délitelnéd ¢tyfmi.

Cisla délitelna ¢tyimi jsou na 450 fadcich.
Poznamka. Také v piipadé b) lze sledovat posloupnost zbytkd po déleni ¢tyfmi. Ty se
u tvorenych cisel opakuji po deviticich takto:

1,0,3,2,1,0,3,2,1;1,0,3, ...

V kazdé takové devitici jsou dvé cisla délitelnd ¢tyfmi. Dalsi postup je stejny jako vyse.

Hodnoceni. V kazdém z obou pfipadu udélte 1 bod za odhaleni opakujiciho se vzoru;
1 bod za vysledek; 1 bod za kvalitu komentare.

Z8-11-2
Mezi hrackami v obchodé jsou pouze lodé a auta. Lodé tvori étvrtinu hracek. 75 % lodi

a 40 % aut je ¢ervenych. Cervenych hracek je o 10 méné nez téch s jinou barvou.
Kolik hracek je v obchodé? (E. Semerddovd)

Mozné feSeni. Pomérné zastoupeni ¢ervenych lodi mezi vSemi hrackami je

1

100 4 4 4 16

3 1 3

Pomérné zastoupeni cervenych aut mezi vSemi hrackami je

40 3 2 3 3
100 4 5 4 10
Pomérné zastoupeni ¢ervenych hracek mezi vSemi je

i+i_15+24_§
16 10 8 80

Zejména pocet vSech hracek je délitelny 80.

Pokud by vsSech hracek bylo 80, bylo by cervenych 39 a ostatnich 41. V takovém
ptipadé by ¢ervenych hracek bylo o 2 méné nez téch s jinou barvou. Cervenych je vSak o 10
méné nez ostatnich a 10 = 5 - 2. Tedy vsech hracek je 5 - 80 = 400.

V obchodé€ je 400 hracek.

Poznamka. Uvahu v zavérecné ¢asti feSeni lze nahradit rovnici

0,4,
80 80

kde h znaéi pocet hracek. Upravami dostdvame %h = 10, a tedy h = 400.

Hodnoceni. 3 body za pomérné zastoupeni cervenych hracek mezi vsemi hrackami;
3 body za pocet hracek.



Z8-11-3
Deltoid je konvexni ¢tyrthelnik, ktery ma dvé dvojice shodnjch sousednich stran.

Sestrojte deltoid ABC'D se stranami AB a AD délky 11 cm, se stranami C'B a C'D
délky 6 cm a s uhloptickou AC délky 15cm. Rozdélte deltoid ABCD na ¢tyfi ¢tyiuhel-
niky tak, aby dva z nich byly deltoidy a dva byly shodné kosoc¢tverce. Konstrukci popiste
a zduvodnéte. (K. Pazourek)

MozZné reseni. Pii rozboru ulohy vyuZijeme toho, ze deltoid je osové soumérny podle
jedné své uhlopricky, a tedy mé navzajem kolmé uhlopiicky. Kosoctverec lze chapat jako
specialni deltoid, ktery ma vSechny strany navzajem shodné a je soumérny podle obou
uhlopfticek.

Deltoid ABCD ze zadani je osové soumérny podle thlopticky AC. Déleni deltoidu
popiseme pomoci boda E, F, G, H, I takovych, ze E lezi na thlopticce AC, body F, G
lezi na stranach AB, BC a body H, I jsou osové soumérné vzhledem ke GG, F' podle primky
AC. Nezavisle na poloze bodu E na uhlopticce AC jsou ¢tytuhelniky AFEI a EGCH
deltoidy (pfip. kosoctverce) a ¢tyftuhelniky EFBG a EH DI jsou shodné.

V kosoctverci jsou kazdé dva protéjsi vnitini tthly shodné. Protoze thly BC'D a BAD
shodné nejsou, ¢tyriuhelniky AFET a EGC H nemohou byt shodné kosoc¢tverce. Uvazujeme
tedy o takovém déleni, aby shodnymi kosoctverci byly c¢tyithelniky FFBG a EHDI.
Vzhledem k tomu, ze uhlopricky v kosoctverci jsou jeho osami soumérnosti, je takové
déleni urceno jednoznacné — v kosoctverci FF'BG je uhlopiicka BE osou thlu ABC
a uhlopricka GF' je osou usecky BE, v kosoc¢tverci EH DI je tomu obdobné.

10



Konstrukce deltoidu:

1) tsecka AC délky 15cm,

2) kruznice se stfedem A a polomérem 11 cm,
3) kruznice se stfedem C' a polomérem 6 cm,

4) body B, D jsou pruseciky kruznic 2) a 3).

N

Konstrukce déleni:
osa uhlu ABC,

5)
6) bod E je prisecikem piimky 5) s tseckou AC,
7) osa tsecky BE,
8) body F', G jsou po fadé pruseciky piimky 7) se stranami AB, BC),
9) kolmice k pfimce AC' jdouci body F', G,
10) body H, I jsou po fadé priseéiky kolmic 9) se stranami C'D, DA,
11) &tyfthelniky AFEI, EGCH, EFBG, EHDI.

11



D

Poznamka. Uvedena konstrukce je odvozena z predchoziho rozboru tilohy. V utvaru jsou
dalsi vztahy, které lze také pri konstrukci pouzit. Napt. plati, ze body F', G, H, I lezi na
kruznici se sttedem v bodé E.

Hodnoceni. 3 body za rozbor tlohy a urceni podstatnych vztaht; 1 bod za konstrukci
deltoidu ABCD; 2 body za konstrukci déleni. Pro zisk plného poc¢tu bodi neni tieba
vysvétlovat, zda existuje jiné feSeni.

12



73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Na prohlidce obrazarny se sesla skupina chlapct a dévcat. Béhem prohlidky nikdo
nerusil a neodchazel. Po prohlidce odeslo 15 dévcéat a v obrazarné tak zistalo dvakrat vice
chlapcti nez dévcat. Néasledné odeslo 45 chlapcti a v obrazarné zbylo pétkrat vice dévcéat
nez chlapct.

Kolik dévéat bylo v obrazarné béhem prohlidky? (L. Hozovad)

MozZné resSeni. Ozna¢me d a ch pocty dév€at a chlapci béhem prohlidky. Vztahy ze
zadani lze zapsat jako

ch=2(d—15), d—15=5(ch—45), (%)

Pocet dévcéat po prohlidce vyjadieny z prvniho vztahu je d — 15 = %ch. Spolecné
s druhym vztahem dostavadme rovnici s nezndmou ch,

1
§ch = 5(ch — 45),
kterou dofesime:
ch = 10ch — 450,
9ch = 450,
ch = 50.

Odtud dostavame %ch = 5(ch —45) = 25, coz odpovida d —15. Tedy d = 25+ 15 = 40.
Béhem prohlidky bylo v obrazarné 40 dévcat.

Poznamky. Soustavu rovnic (%) je mozné Fesit rtiznymi zpusoby. Napf. dosazeni prvni
rovnice do druhé dava rovnici s neznamou d, kterou doresime nasledovné:

d— 15 = 5(2(d — 15) — 45),
d — 15 = 10d — 375,
9d = 360,
d = 40.

Pocet dévcat poté, co jich cast odesla, byl délitelny péti. Protoze jich odeslo 15, byl
i pocet dévcat béhem prohlidky délitelny péti. Je tedy mozné postupné za d dosazovat
nasobky péti vétsi nez 15, z prvni rovnice v (%) vypocist ch a ovéfit, zda plati rovnice
druha. Jedinou vyhovujici moznosti je d = 40.

Hodnoceni. 2 body za formulaci vztahti (x); 2 body za dofeseni soustavy rovnic; 2 body
za kvalitu komentafe. Pii zkouseni moznosti berte v potaz tplnost komentare, ndhodné
odhalené nezdivodnéné feseni hodnofte 2 body.

13



79-11-2

Obdélnik na obrazku je rozdélen na dva shodné ¢tverce, ¢tyti shodné mensi pravouhlé
trojuhelniky a ¢tyfi shodné vétsi pravouhlé trojuhelniky. Velikosti nékterych stran v cm
jsou vyznaceny na obrazku.

Vypoctéte rozméry obdélniku. (M. Domdanyovd)

18

10

Mozné teSeni. V rozich obdélniku jsou shodné ¢tverce se stranou délky 10cm. Tedy
svisla strana obdélniku méfi 18 + 10 = 28 (cm).

Na stranach obdélniku je jenom jedna neznama tsecka (ovSem dvakrat), a tu oznacime
x. Ze shodnosti dil¢ich trojuhelnikt umime urcit také casti thlopiicky obdélniku. Tato
uhlopfticka déli obdélnik na dva shodné pravouhlé trojuhelniky, jehoz strany jsou popsany
takto:

10 T
-/
=
3y
e 0]
i
AD
Podle Pythagorovy véty plati
(18 + )% = 28% + (10 + z)2. (%)
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Po umocnéni a apravach dostavame:

18% + 36z + 2* = 28% 4 100 + 20z + 7,
16z = 28% + 100 — 18> = (%)
= 784 + 100 — 324 = 560.

Tedy x = 560/16 = 35 a vodorovna strana obdélniku méfi 35 + 10 = 45 (cm).
Rozméry obdélniku jsou 28 cm a 45 cm.

Jiné reSeni. Dale pouzivame stejné znaceni jako v predchozim feSeni. Obsah daného
obdélniku v cm? je roven 28(10+ ). Obdélnik sestéava z deseti mensich ¢asti, které viechny
maji aspon jeden pravy uhel a aspon jednu stranu délky 10cm. Z téchto c¢asti lze slozit
obdélnik jako na obrazku:

10

10

x 10 18

Obsah tohoto obdélniku v cm? je roven 20(28 + x). Pfeskladdnim se vSak obsah ne-
zménil. Tak dostavame rovnici,

28(10 4+ z) = 20(28 + x), (%)

kterou dofesime:
280 + 28z = 560 + 20z,

8xr = 280,
z = 35.

Vodorovna strana obdélniku méfi 35410 = 45 (cm); rozméry obdélniku jsou 28 cm a 45 cm.

Hodnoceni. 1 bod za svislou stranu obdélniku; 1 bod za vyjadieni dalsich ¢asti pomoci
neznamé a formulaci (x) ¢ (x*x); 2 body za doteSeni a vysledek; 2 body za kvalitu komen-
tare.
Poznamky. Vsechna ¢isla v (x%) jsou délitelnd ¢étyfmi, coz pro druhé mocniny vidime bez
umocnéni takto: 282 = (2-14)% = 4. 142, 18% = (2-9)2 = 4 - 92. Rovnice (**) je tedy
ekvivalentni s 4z = 142 + 25 — 92. Pii ruénim po¢itani je toto vyjadieni vyhodnéjsi.
Misto obdélniku ve druhém teseni tilohy se 1ze omezit na jeho polovinu, tzn. trojuhelnik
jako vysSe. V tomto duchu by vsechny diskutované obsahy byly polovi¢ni, zejména misto
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rovnice (k%) bychom odvodili ekvivalentni rovnici 14(10 + z) = 10(28 4 z). Pravou stranu
této rovnice lze interpretovat jako

S =

1
_— ’r‘ . 0,

2

kde o = 2(28 + x) je obvod trojuhelniku a r = 10 polomér jemu vepsané kruznice (stfedem
této kruznice je spoleény bod vyznacenych tsecek uvniti trojuhelniku). Tento vzorec lze
najit v povolenych tabulkach, tedy na ném zalozené feseni by meélo byt povazovano za
spravné.

79-11-3

Iveta postupné vypisovala prirozena c¢isla tvorena ¢islicemi 1, 3, 5, 7. Zadné jiné cislice
nepouzila, postupovala vzestupné od nejmensiho ¢isla a zadné ¢&islo neopomnéla. Cisla
psala bezprostiredné za sebou a tak sestavovala jedno mimoradné dlouhé ¢islo:

1357111315173133 .. ..

Ktera cislice je v tomto ¢isle na 1286. misté? (E. Novotna)

Mozné feseni. Z danych cislic Iveta vytvorila 4 jednomistna cisla. VSechna tato cisla
zabiraji v Ivetiné dlouhém cisle 4 mista.

Z danych éislic Iveta vytvoiila 4> = 16 dvojmistnych é&isel. VSechna tato &isla zabiraji
v Ivetiné dlouhém cisle 2 - 16 = 32 mist. Posledni ¢islice posledniho dvojmistného cisla je
na 36. misté (4 + 32 = 36).

7Z danych éislic Iveta vytvorila 4% = 64 trojmistnych éisel. VSechna tato é&isla zabiraji
v Ivetiné dlouhém ¢isle 3 - 64 = 192 mist. Posledni ¢islice posledniho trojmistného ¢isla je
na 228. misté (36 + 192 = 228).

Z danych &islic Iveta vytvorila 4* = 256 étyfmistnych ¢isel. VSechna tato &isla zabiraji
v Ivetiné dlouhém cisle 4 - 256 = 1024 mist. Posledni ¢islice posledniho ¢tyfmistného cisla
je na 1252. misté (228 + 1024 = 1252).

Do 1286. mista chybi 34 mist, a ta jsou obsazena pétimistnymi ¢isly. Pfitom 34 : 5 je
6 a zbytek 4. Tedy hledana cislice je 4. ¢islici v 7. pétimistném c¢isle, které Iveta vytvorila.
Tato cisla sefazena vzestupné jsou:

11111,11113,11115,11117,11131,11133,11135.

V Ivetiné dlouhém ¢isle je na 1286. misté ¢islice 3.

Hodnoceni. 2 body za pocty jedno-, dvoj-, troj- a ¢tyfmistnych ¢isel; 2 body za pocty mist
téchto cisel v Ivetiné dlouhém cisle; 2 body za urceni hledané ¢islice a kvalitu komentare.
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79-11-4
V péti pytlicich je dohromady 52 kulicek. V zadnych dvou pytlicich neni stejny pocet
kulicek, néktery pytlik miize byt i prazdny. VSechny kulicky z kteréhokoli (neprazdného)
pytliku lze premistit do ostatnich ¢tyr pytlika tak, ze v nich budou stejné pocty kulicek.
a) Najdéte néjaké rozdéleni kulicek do pytliki, které ma vsechny uvedené vlastnosti.

b) Ukazte, ze pii jakémkoli rozdéleni s uvedenymi vlastnostmi je v nékterém pytliku
pravé 12 kulicek. (J. Zhouf)

MozZné teseni. Po premisténi kulicek je jeden pytlik prazdny a v ostatnich ¢tyfech jsou
jich stejné pocty. Dohromady je kuli¢ek 52, tedy po premisténi je v neprazdnych pytlicich
po 13 kulickach (52 : 4 = 13). Proto ptivodné nemohlo byt v zddném pytliku vic nez 13
kulicek.

a) Mozné puvodni pocty kulicek v pytlicich odpovidaji moznym vyjadienim ¢isla 52
jakozto souctu péti navzajem riznych nezapornych celych cisel, kterd nejsou vétsi nez 13.
Zkousenim lze najit tyto moznosti:

92 = 13+12+11+10+6 = 134+1241149+7 = 13+12+10+9 4 8.

b) Pokud by v zd&dném pytliku nebylo vic nez 12 kuli¢ek, potom by ve v§ech dohromady
bylo nejvyse 12 + 11 + 10 + 9 4+ 8 = 50 kulicek. Tedy v nékterém pytliku muselo byt 13
kulicek.

Pokud by v zddném pytliku nebylo 12 kuli¢ek, potom by ve vSech dohromady bylo
nejvyse 134+ 11+ 10+ 9 + 8 = 51 kulicek. Tedy v nékterém pytliku muselo byt 12 kulicek.

Poznamka. Rozdéleni uvedend v ¢asti a) jsou jedind mozné. To lze zdivodnit systema-
tickym dosazovanim postupné se zmensujicich navzajem riznych sc¢itanct ne vétsich nez
13 a kontrolou jejich souctu. V kazdé z uvedenych moznosti se vskutku vyskytuje ¢islo 12.

Hodnoceni. 1 bod za néjaké vyhovujici rozdéleni; 2 body za zdivodnéni, ze v zadném
pytliku nebylo vic nez 13 kulicek; 3 body za zdtvodnéni, ze v nékterém pytliku bylo 12
kulicek. ReSeni ¢4sti b) zaloZena na pfedchozi pozndmce mohou byt hodnocena plnym
poétem bodl v zavislosti na tplnosti komentare k ¢asti a). Reseni obsahujici vSechny
moznosti bez zdivodnéni hodnotte 2 body.
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