73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy doméciho kola kategorie A

1. Na pdrty se seslo 20 osob, z toho 10 chlapcu a 10 divek. KaZdému se libi praveé k osob
opacného pohlavi. Je vidy mozné vytvorit pdr, v némz se obéma libi ten druhy? Reste

a) prok =5, b) pro k = 6. (Josef Tkadlec)

RESENT. a) UkdZeme, 7e pro k = 5 mohou sympatie na party dopadnout tak, Ze
hledany par neexistuje. Predpokladejme, Ze chlapce lze rozdélit na dvé péticlenné skupiny
A a B a divky na dvé péticlenné skupiny C' a D tak, ze plati: vSem chlapcim z A
se libi prave divky z C', vSsem chlapcim z B pravé divky z D, vSem divkdm z C se
libi pravé chlapci z B a vsem divkdm z D pravé chlapci z A (viz obrazek). Tehdy se
skutec¢né kazdému libi pravé k = 5 osob opac¢ného pohlavi, avsak neexistuje jediny par se
vzajemnymi sympatiemi.

A B

| >

C D

b) Dokazeme, ze pro k = 6 dvojice pozadované vlastnosti existuje.

V pripadé k = 6 je pocet dvojic opacného pohlavi, v nichz se chlapci libi divka, roven
¢islu 10k = 60. Stejné tak je roven 60 pocet dvojic, v nichz se divce libi chlapec. Tyto
dvé skupiny dvojic nemohou mit prazdny prinik, nebot 60 + 60 = 120 a vsech dvojic
opacného pohlavi je pouze 10 - 10 = 100. Nutné tak existuje par, v némz se obéma libi
ten druhy.*

KOMENTAR. V Teseni ¢dsti a) jsme uvazili mnozinu vSech dvojic opa¢ného pohlavi

a dveé jeji podmnoziny: mnozinu A téch dvojic, ve kterych se divka libi chlapci, a mno-

zinu B téch dvojic, ve kterych se chlapec libi divce. Podle zndmého Vennova diagramu
plati

AN B[ =[Al+|B| - |AU B, (1)

kde | X | zna¢i pocet prvka mnoziny X. V pfipadé k = 6 je |A| = |B| = 60, takze z odhadu
|A U B| < 100 podle (1) vidime, ze AN B je nejen neprazdnd mnozina (jak jsme meéli
dokazat), ale ze ma dokonce alespon 20 prvku (jak je uvedeno v poznamce pod ¢arou).

JINE RESENI. Cést b) lze vyfesit rovnéZ néasledovné. Pokud v piipadé k = 6 rozda
kazdy z 10 chlapci po jedné ruzi tém divkam, které se mu libi, bude vsem 10 divkam
rozdano celkem 60 rizi. Jedna divka tak dostane primérné 60:10=6 ruzi, néktera z nich
proto obdrzi aspon 6 ruzi. Jelikoz se ji 1libi 6 z 10 chlapcti, musi aspon 2 riize dostat od
chlapcti, ktefi se ji libi.

* 7 nasi uvahy plyne, Ze takovych dvojic existuje alespori 120 —100 = 20. V tloze D1 ukézeme, Ze jich
muze byt prave 20.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

V nasledujicich tlohach predpokladdme, ze na dané party jsou alespon dvé osoby a zna-
mosti jejich ucastniki jsou vzajemné. To se ovsem netykd sympatii z ndvodné tlohy N1
a doplnujici tlohy D1.

U stolu sedi tii chlapci a ¢tyri divky. Kazdému chlapci se 1ibi tii divky, kazdé divce jen
jeden chlapec. Existuje mezi nimi vzdy dvojice opa¢ného pohlavi, ve které se obéma libi
ten druhy? [Ano. Vsech dvojic je 12. Uvazte, v kolika z nich se a) chlapci 1ibi divka,
b) divce 1ibi chlapec. Nebo podle celkového poc¢tu chlapeckych sympatii dokazte, ze
nékterd divka se 1ib{ véem tfem chlapctim (uzitim Dirichletova principu nebo sporem).]
Na party se kazdého z navstévniki zeptame, kolik ostatnich navstévnika zna. Ukazte,
ze pokud jejich odpovédi sedteme, vyjde vzdy sudé ¢islo. [Navod: Kolikrat jsme pocitali
kazdou znamost?]

Ukazte, ze na kazdé party lze nalézt aspon dva ucastniky, ktefi tam maji stejny pocet
zndmych. [Na party o n Gcastnicich je poéet zndmych kazdého jedno z n éisel 0,1, ..., n—1.
Aspon dva z téchto n poc¢tt musi byt stejné, nebot je vylouceno, aby se jeden pocet rovnal
¢islu 0 a jiny éislu n — 1, tudiz raznych pocti je nejvyse n — 1.]

Miize se na party ze soutézni tlohy v pripadé k = 6 stat, ze bude existovat pravé 20 paru,
v nichZ se obéma libi ten druhy? [Ano. PopiSeme jeden z mnoha moznych piiklada. Pét
¢tyrclennych skupin po 2 chlapcich a 2 divkach rozestavme po obvodu kruhu a vyberme
ykladny* smér jeho prochézeni. Predpokladejme, ze kazdému chlapci se libi prave 2 divky
z jeho skupiny a dalsi 4 divky ze dvou skupin, které jsou od jeho skupiny nejblizsi
v kladném smeéru, a ze podobné kazdé divce se 1ibi praveé 2 chlapci z jeji skupiny a dalsi
4 chlapci ze dvou skupin, které jsou od jeji skupiny nejblizsi v kladném sméru. Pak
vSechny pary se vzdjemnymi sympatiemi jsou ¢adstmi vytvorenych péti ¢tvefic a jejich
pocet tak je 5-2-2 = 20.]

Na party se kazdy tcastnik zné s pravé tfemi dalsimi. Ukazte, ze pocet Gcastniku party je
sudy. Déle uvedte piiklady zndmosti na takovych party s 6, 8 a 2024 ucastniky. [Oznacte
n pocet tcastnikt a uvazte, ze dvojnasobek poctu vsech znamosti na party je sudé cislo,
které se rovna 3n. Pro n = 6 si predstavte, ze tcastnici jsou rozmisténi na obvodu kruhu
a Ze se znaji pravé ti, co spolu nesousedi (mozné jsou i jiné priklady). Pro n rovné 8, 2024
nebo obecné n = 4k uvazte napriklad situaci, kdy ucastnici jsou rozdéleni do k ¢tveric,
pricemz navzdjem se znaji pravé lidé ze stejné ¢tvefice.]

V jistém mésté maji vybudovanou sif na Siteni pomluv, v niz si kazdy pomlouvac
vymeénuje informace se tremi pomlouvackami a kazda pomlouvacka si vymeénuje informace
se tfemi pomlouvadi. Jinak se pomluvy nesiti. a) Dokazte, Ze pomlouvac¢i a pomlouvacek
je stejny pocet. b) Predpoklddejme, Ze sit na pomlouvani je souvisld (pomluvy od
libovolného pomlouvaée a libovolné pomlouvacky se mohou dostat ke vSem ostatnim).
Dokazte, ze i kdyz jeden pomlouvaé zemfe, zustane sit souvisld. [B-61-1-5]

Lukés a Marek, ktefi se znaji, se sesli na party, na niz platilo: Maji-li nékteri dva tcastnici
stejny pocet zndmych, pak nemaji zddného spoleéného zndmého. Dokazte, ze na party je
nékdo, kdo tam mé pravé jednoho zndmého. Navod: Nejprve vyberte jednoho ucastnika,
ktery znd na pérty nejvétsi pocet osob. [Oznaéme X jednoho z téch ucastniku, kteff na
party znaji nejvice, Feknéme k osob. Podle zadéani je k = 1, v pfipadé k = 1 jsme hotovi.
Je-li £ > 1, zadni dva z k zndmych vybraného X nemaji stejny pocet znamych, takze
téchto k poctu tvoii celou mnozinu {1,2,...,k}.]

Ve spolefnosti lidi jsou nékteré dvojice spratelené. Pro kazdé celé k& = 3 fekneme,
7e spole¢nost je k-dobréd, pokud lze kazdou k-tici lidi ze spolecnosti rozesadit kolem
kruhového stolu tak, ze se kazdi dva sousedé prateli. Dokazte, ze je-li spole¢nost 6-dobra,
pak je i 7-dobré. [A-67-1I1-1]

Ve skupiné 90 déti mé kazdé asponn 30 kamaradu (kamarddstvi je vzdjemné). Dokazte,
ze je lze rozdélit do ti{ 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité mélo ve své skupiné aspon
jednoho kamardda. [A-61 II1-5]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471852/b61i.pdf#page=5
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471970/a67iii.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471860/a61iii.pdf#page=6
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2. 7 cislic 1 aZ 9 wvytvorime devitimisiné cislo s navzajem ruznymi cislicemi. Poté
vypocitame soucet kazdé trojice sousednich cislic a téchto sedm soucti zapiseme
vzestupné. Rozhodnéte, zda lze takto ziskat posloupnost
a) 11, 15, 16, 18, 19, 21, 22,

b) 11, 15, 16, 18, 19, 21, 23. (Patrik Bak)

RESEN{. a) Ano, vyhovuje napiiklad &islo 137658 942. Soucty trojic jeho sousednich
¢islic totiz zleva doprava jsou 11, 16, 18, 19, 22, 21, 15.

b) Ukazeme, ze pro kazdé devitimistné Cislo ajaz ... agag sestavené z cislic 1 az 9
plati, Ze soucet sedmi c¢isel uréenych zadanim tlohy je nejvyse 122. Jelikoz pro éisla ze
zadani b) plati 11 4+ 15 4+ 16 + 18 + 19 + 21 + 23 = 123, ukazeme tim, ze pozadované
devitimistné ¢islo neexistuje.

Uvazovany soucet S sedmi cisel 1ze zapsat a posléze odhadnout nasledovneé:

S = (a1 +ay+as)+ (ag+as+ag) + ...+ (ag + a7 + ag) + (a7 + ag + ag) =
= a1 + 2a9 + 3as + 3as + 3as + 3ag + 3ar + 2as + ag =
:3(a1+a2+...+a8+a9)—(a1+a2+ag+a9)—(a1+a9) <

=142+4...+9=45 Z142+3+4=10 >142=3
<3.45-10—3 = 122.

Tim je tvrzeni z prvni véty naseho feseni ¢asti b) dokézano.

KOMENTAR. Prestoze je vySe uvedené feSeni iplné, ukazeme nyni, jak lze prijit na
priklad vyhovujiciho ¢isla z FeSeni ¢ésti a). Najdeme je dokonce vSechna, a to na zdkladé
pozorovani, které nas dovedlo i k FeSeni Casti b).

Prvnim dobrym krokem je povsimnout si, ze obé sedmice ¢isel ze zadani dlohy
obsahuji ,,pomérné velkd® ¢isla na to, aby vznikla ze vSech zastoupenych c¢islic 1 az 9.
To nas miize motivovat k posouzeni celkového souc¢tu S vsech sedmi zadanych ¢isel. Jak
muze byt tento soucet velky? Odpoved na tuto otdazku jisté souvisi s tim, kolikrat je ktera
¢islice v souctu S zastoupena. Proto uz je vcelku snadné prijit na horni odhad S ¢islem
122 zplisobem, jakym jsme to vyse provedli.

Dodejme nyni, co jsme v Feseni Casti b) nepotfebovali. Z naseho odvozeni plyne, zZe
rovnost S = 122 nastane, pravé kdyz ¢islo @y ... ag splnuje rovnosti

{alaa27a8>a9} = {17 27 374} a {a17&9} = {172}7

neboli {a1,a9} = {1,2} a {ag,as} = {3,4}.*

Protoze soucet 11 + 15 + 16 + 18 + 19 4 21 + 22 ¢isel zadanych v ¢asti a) mé prave
posouzenou hodnotu 122, jsou hledana vyhovujici ¢isla ayas ... agag s ¢islicemi 1 az 9
pravé ta, pro kterd plati {a1, a9} = {1,2} a {az,as} = {3,4}. Podle moznych pozic ¢islic
1, 2, 3, 4 tak pripadaji v ivahu pouze 4 typy cisel.

Zkoumejme nejprve ¢isla 13as . . . a742. Aby 1+3+a3 byl jeden z piedepsanych souctt,
musi byt ag = 7; podobnou tvahou o souctu a7y + 4 + 2 pak nutné a; = 9. Mame tedy
Cisla 137aga5a6942. Zbyva tak posoudit Sest zplisobii, jak trojici ag, as a ag prifadit zbylé

* Je snadné piiklad takového éisla uvést, proto 122 je nejvétsi mozZnd hodnota souctu S.
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¢islice 5, 6 a 8. Jednotlivé zpiisoby uz je snadné otestovat, s vyhodou je pritom mozné
nékteré z nich predem vyloucit (naptiklad vyuzit toho, Ze a4 # 5). Bez téchto podrobnosti
uvedme, ze ve vysledku dostaneme pravé dveé vyhovujici ¢isla 137658 942 a 137 685 942.

Zkoumani cisel 14ag...a732 je kratsi: Tentokrat zjistime, ze obé cislice ag a a7 by
musely byt rovny 6, tudiz zadné ¢islo tohoto typu nevyhovuje.

Posuzovani zbylych ¢isel 23as ... a741 a 24az . ..a731 uz neni nutné. Staci je prevést
na predchozi dva typy, a to diky obecnému postiehu: ¢islo ajas - . - agag vyhovuje zadani,
pravé kdyz mu vyhovuje ,,zrcadlové prevracené® cislo agasg - .. azaz.

Shrnéme, co jsme zjistili: Cisla, kterd vyhovuji zadani a), jsou pravé ctyii. Jsou to
¢isla 137658 942, 137685942 a jejich ,zrcadlové obrazy* 249 856 731 a 249 586 731.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Najdéte ta pétimistnd ¢isla, z nichz kazdé ma pét rtznych lichych ¢islic, pritom soucet
prvnich t¥{ &slic je 11 a soucet poslednich t¥{ é&islic je 15. [Prostiedni ¢islice musi byt 1,
protoze 11 + 15 je o jedna vétsi nez 14+ 3+ 5+ 7+ 9. Na prvnich dvou mistech pak musi
byt 3 a 7, na poslednich dvou 9 a 5. VSechna takové ¢isla vyhovuji: 37159, 37195, 73159,

73195.]
N2. Urcete nejvétsi mozné hodnoty nasledujicich souctu, ve kterych aq,as,...,as,aq je
libovolné poradi ¢islic 1,2,...,8,9:

a) a1 + as + az + a4 + as + ag + ar + as,

b) a1 + as + az + a4 + a5 + ag + a7 + ag + 2ay,

¢) a1 + 2as + 2a3 + 2a4 + 2a5 + 2a¢ + 2a7 + 2as + ag.
[@) 456 —1=44,b) 45+9="54,¢) 2-45 — (1 +2) = 87]

D1. Naleznéte nejvétsi mozné Sestimistné ¢islo, jehoz kazda ¢islice (pocinaje tteti ¢islici zleva)
je sou¢tem predchozich dvou. [303 369. Cislice zleva doprava jsou a, b, a+b, a+2b, 2a+3b
a 3a + 5b. Z nerovnosti 3a + 5b < 9 plyne a < 3, pfitom pro a = 3 je nutné b = 0.

D2. Dané prirozené c¢islo n ma cislice, jejichz hodnoty se zleva doprava zvétsuji. Ukazte, ze
ciferny soucet ¢isla 9n je vzdy roven deviti. Navod: 9n = 10n — n. [M&-1i dané n ¢islice
c1 < cg < ...<cg, jsou cislice rozdilu 10n — n podle pisemného algoritmu pro odc¢itani
zleva doprava rovny c¢1, ¢a — €1,.. ., Ch—1 — Ck—2, Ck — (ck—1 + 1), 10 — ¢i. Jejich soucet je
skute¢né 9.]

D3. Naleznéte nejvétsi mozné prirozené Cislo, jehoz kazdd éislice (kromé obou krajnich) je
mensi nez aritmeticky pramér &islic sousednich. [96 433 469. Cislo se zapisem ¢1¢z ... Gn,
kde n 2 3, vyhovuje zadani, pravé kdyz plati ¢; 11 — ¢; > ¢; — ¢;_1 pro kazdé piipustné i.
Hledame tak nejvétsi ¢islo, pro néz je odpovidajici posloupnost rozdili ¢ —c¢1, ¢3 — ca, . . .,
Cn — Cp—1 rostouci. Necht je prvnich k rozdilt zapornych a poslednich n — 1 — k rozdila
nezdpornych. Jejich souéty jsou po fadé cx11—¢1 = —9 a ¢, —cpr1 < 9. Odtud s ohledem
nal+2+34+4>9plyne ze k <3an—1—k =4 (je mozny i rozdil 0) neboli n—k < 5.
Proto n = k + (n — k) £ 8. Ukazme, ze pro n = 8 (kdy nutné k = 3) vyhovujici ¢islo
existuje. Protoze hleddme co nejvétsi takové, vybereme ¢; = 9 (ostatné ¢; je mozno vzdy
zvétsit). Pak ovSem z ¢; = 9 a k = 3 plyne, Ze ¢co — ¢; £ —3 neboli ¢; < 6, pfitom pro
co =6 je nutné c3 —co = —2 a ¢qg — ¢; = —1, takze pak Ctyicisli ¢icoczey je rovno 9643.
7 podminky nezapornosti ¢isla c5 —c4 pri ¢4 = 3 ovsem snadno plyne, ze jediné vyhovujici
CtyTéisli cscgeres pak je 3469.]
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3. Je dan trojihelnik ABC' s tezistém T. Nad iseckami BT A L
a C'T jsou sestrojeny pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky
BTK a CTL stejné jako na obrdzku. Oznacme D stred
strany BC a E stred isecky KL. Urcete vsechny moziné p C
hodnoty poméru |AT| : |DE|. (Michal Rolinek) K

RESENT. Dokézeme, 7e pomér |AT| : |DE| m4 jedinou moznou hodnotu 2+/2.

Nejprve odvodime, Ze pro délky tiseéek TD a TE plati |[TD|/|TE| = /2. Zaméiime
se pri tom na trojihelniky BT'C' a KT'L, které jsou vybarveny na obrazku. Jejich thly
u spole¢ného vrcholu 7' jsou shodné, nebot plati

|<BTC| = |«BTK|+|<KTC| = 45°+|<KTC| = |« KTC|+|<CTL| = |<KTL|.

Navic plati |BT|/|TC| = |KT|/|TL| diky podobnosti trojihelniki BKT a C'LT. Proto
jsou podle véty sus nase trojihelniky BT'C' a KT L podobné, a to v poméru |BT| : |KT|
s hodnotou /2 (diky pravotthlému rovnoramennému trojithelniku BKT). Proto jsou ve
stejném pomeéru podobné i ,poloviny* trojuhelnikai BTC a KT L, presnéji trojuhelniky
BTD a KTE. Pro jejich strany TD a TE tak skuteéné plati [TD|/|TE| = v/2.

Z podobnych trojuhelnikit BT'D a K'T'E navic plyne shodnost jejich ihli u spole¢ného
vrcholu 7. Diky ni plati, Ze velikost thlu DTFE je stejnd jako velikost dhlu BT K
(rovna 45°). Trojuhelniky BT K a DTE se proto shoduji ve velikosti vnitiniho thlu
pri vrcholu T a v poméru k nému prilehlych stran, jsou tudiz podobné. Proto je rovnéz
trojuhelnik DTE rovnoramenny a plati |TE| = |DE).

Odvozeny vysledek zbyva spojit s poznatkem, ze pro tézisté T trojihelniku ABC
plati |[AT'| = 2|T'D|. Dostaneme tak

|AT| 2|TD| 2|TD|
e~ (pE ~ m 2V

Tim je dikaz tvrzeni z prvni véty feseni hotov.

PozNAMKA. Ulohu jsme fesili v situaci jako na zadaném obrazku, podle kterého je
trojuhelnik BT K prikreslen do poloroviny BT'C' a trojuhelnik C'T'L do poloroviny CT A.
Pottebnou shodnost thli BTC' a K'T'L jsme v feseni odvodili za predpokladu, ze bod K
lezi v thlu BTC jako na obrazku ze zadani. Tento predpoklad je splnén jen pro ty
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vychozi trojihelniky ABC', ve kterych zminény tithel BT'C' ma velikost alespon 45°. Tak
tomu ovsem neni napiiklad na dalsim obrazku. Pro¢ jsou thly BT'C' a KT L shodné vzdy,
Ize zduvodnit nasledovné: Diky zadéni jsou orientované tthly BT'K a CTL shodné (maji

totiz oba velikost 45° a stejnou orientaci jako thel BT'C'), tudiz v jimi uréeném otoceni
se stfedem T bude obrazem thlu BT'C' praveé tthel KT L.

JINE RESENI. Poznatky odvozené v hlavni ¢asti prvniho feSeni ziskdme nyni postu-
pem, pii kterém vyuzijeme rovinna zobrazeni. Omezime se pritom pouze na dikaz toho,
7e pro délky tse¢ek TD a TE plati rovnost |TD|/|DE| = /2. Zjistime navic i to, co jsme
napsali v poznamce pod c¢arou k tvodni vété prvniho feseni, ze totiz TDFE je rovnora-
menny trojihelnik s pravym thlem u vrcholu E.

Pti novém postupu vyuzijeme otoceni se stredem T, o kterém jsme jiz pojednali
v predchozi poznamce. Slozime ho jesté s vhodnou stejnolehlosti, kterd bude mit tyz
stted T'. Dostaneme tak podobné zobrazeni zvané spirdlni podobnost se stredem T.
Zminime se o ném také v ivodnim odstavci k navodnym tloham. Tam rovnéz najdete
odkaz na vhodny studijni text.

Uvazme tedy spirdlni podobnost S se stfedem T, koeficientem /2/2 a orientovanym
uhlem BTK, ktery je shodny s orientovanym thlem CT'L téze velikosti 45°.




73. ROCNIK MO (2023/2024) DOMACI KOLO KATEGORIE A

V nasem zobrazeni S prejde bod B do bodu K a bod C' do bodu L. Z toho plyne,
ze obrazem tsecky BC' je tusecka K L.* Znamena to, ze také stfed D usecky BC' prejde
do sttedu F tsecky KL.Z B — K, C — L a D — FE jak znamo plyne, Ze trojihelnik
TDE je podobny s obéma trojihelniky TBK a TCL,** takze také TDFE je pravouhly
rovnoramenny trojihelnik, ktery pritom ma pravy thel u vrcholu E. Tim je slibené tvrzeni
dokazéno.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Pri Feseni ndvodnych a dopliujicich tiloh 1ze s vyhodou vyuzit spirdini podobnosti.*** Tak
bézné nazyvame podobna zobrazeni, kterd jsou vysledky slozeni stejnolehlosti a otoceni
se spolecnym stredem, ktery pak nazyvame stredem dané spiralni podobnosti.

N1. Navzdjem ruzné body S, A, A’, B, B’ jsou zvoleny tak, Ze oba trojihelniky SAA’ a
SBB’ jsou rovnostranné, pricemz pii pohledu z bodu S jsou body A, A’, B, B’ pravé
takto usporddany v kladném sméru (jako na obrazku). Dokazte tvrzeni: (i) Trojdhelniky
SAB a SA'B’ jsou shodné. (ii) Oznacime-li Sap a Sa/p po fadé stiedy tseek AB a
A’'B’, je trojihelnik SS4pSa g rovnostranny.

S S
A B A B
B B
A/
A/
(N1) (N2)
[Uvazte otoceni se stfedem S a tthlem +60°. Co je obrazem tsecky AB? Co je obrazem

bodu Sap7]

N2. Dokazte obménu obou tvrzeni z N1 pro obecnéjsi situaci, kdy trojihelniky SAA’ a SBB’
jsou (pfimo) podobné (jako na obrazku):
(i) ASAB ~ ASA'B, (ii) ASSapSap ~ ASAA" ~ ASBB’'. [Uvazte slozenf
stejnolehlosti a otoceni se spoletnym stfedem v bodé S (neboli spirdlni podobnost se
stfedem S), které zobrazi A na A’, a tedy rovnéz B na B’. Pak provedte analogické
uvahy jako pfi feSeni dlohy N1.]

D1. Vné trojuhelniku ABC lezi body D, E, F takové, ze trojuihelniky BCD, CAE a ABF

vvev

vy

ktera zobrazuje B; na A, a tedy rovnéz A; na D. Pro tsecku BjA; a jeji obraz AD
pak plati |[AD| = v/3|B;A;|. Analogickymi tivahami odvodime nejen |BE| = v/3|C, B |
a |OF| = V/3|A;C,|, ale také |BE| = V/3|A1 By, |OF| = /3| B1C1| a |AD| = \/3|C1 Ay
Odtud Jli plyne |A1B1| = |A101| = |BlCl|]

D2. Uvnitt pravoiihlého trojihelniku ABC' s preponou AB a vnitinim tthlem pfi vrcholu A
o velikosti 60° existuje bod P, pro ktery plati |[<xAPB| = 120°, |[BP| =4 a |CP| = 1.
Urcete délku tsecky AP. [|[AP| = 2. Uvazte spirdlni podobnost se stfedem v bodé

* Diky tomu obrazem trojuhelniku BT'C je trojihelnik KT L. Podobnost téchto dvou trojihelniki byla
zdkladem naseho prvniho feseni, ve kterém jsme se uzit{ spirdlni podobnosti vyhnuli.
** Toto tvrzeni, které neni nutné v iplném feseni zduvodiiovat, plyne z toho, Ze pri spirdlni podobnosti se
stfedem T jsou vSechny trojihelniky TX X', kde X’ je obraz X, navzdjem podobné diky vété sus.
**% S timto pojmem a jeho uzitim p¥i FeSeni mnoha tloh se lze pristupnym zpusobem seznédmit v bakalarské
praci Tomase Hrdlicky Spirdlni podobnost v planimetrii se seznamem uzité literatury, ktery zahrnuje odkazy
na dalsf (internetové) zdroje.


https://theses.cz/id/5tj389/Spirln_podobnost.pdf

73. ROCNIK MO (2023/2024) DOMACI KOLO KATEGORIE A

A, kterd zobrazi C na B. Obraz bodu P oznacte P’. Koeficient této podobnosti je
|BA|/|CA| = 1/cos60° = 2, tudiZ pro obraz BP’ tisecky C'P o délce 1 plati |BP’'| = 2.
Déle z AABC ~ AAP'P (podle véty sus) plyne |<AP'P| = 30° a |[<APP’'| = 90°,
tudiz |<P'PB| = |<APB| — |<APP'| = 30°, coz spolu s |[BP| = 4 a |BP'| = 2
davé |xBP’'P| = 90°. Piicka PP’ tak svird shodné stiidavé uhly jak s primkami AP
a P'B, tak s piimkami AP’ a BP. Ctyfthelnik APBP’ je proto rovnobéznik, odkud
|AP| = |BP'| = 2]
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4. O lichém prvocisle p rekneme, Ze je specidlni, pokud soucet vsech prvocisel mensich
nez p je nasobkem p. Existuji dvé po sobé jdouci prvocisla, kterd jsou specidlni?
(Jaroslav Zhouf)

RESENI. Dokazeme sporem, ze dvé po sobé jdouci specidlni prvocisla neexistuji.

Necht p1 =2 < py =3 < p3 < ... jerostouci posloupnost vSech prvocisel. Pripustme,
ze pro nékteré n = 2 jsou obé prvocisla p, a p,y1 specidlni. Pak existuji prirozena ¢isla
a, b takova, ze plati rovnosti

pr+pe+ ...+ pp1=ap, a pr+p2t+ ...+ Du1 +Pp = bppga. (1)

Po dosazeni souctu z prvniho vztahu do druhého dostaneme ap, + p, = bp,+1 neboli
(a+1)p, = bpp+1. Prvocislo p, tak déli soucin bp, .1 a je pritom nesoudélné s prvocislem
Pn+1, takze déli ¢islo b. Proto plati b = ¢p, pro vhodné prirozené ¢islo c. Po dosazeni
b = ¢py, do druhé rovnosti v (1) dostaneme

P1 +p2 + ... +pn—1 +pn = CPnPn+1-

Ukazeme vsak, ze namisto této rovnosti plati ostra nerovnost

b1 +p2 + ... +pn—1 +pn < CPnPn+1-

Sec¢teme-li totiz nerovnosti p; < p, proi =1,...,n—1 s rovnosti p,, = p, a prihlédneme-li
pak po Fadé ke zfejmym nerovnostem p,.1 > n a ¢ = 1, dostaneme

pr+pe+ . D1+ < nPp < PpgiPn S CPrPnt-

Tim je dukaz sporem ukoncen.*

P0OZNAMKA. Specidlni prvocisla skutecné existuji. VSechna dosud zndmé jsou
5, 71, 369119, 415074643, 55691 042 365 834 801.

Pripadny dalsi vyvoj lze sledovat na https://oeis.org/A007506.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Najdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel u a v, ve kterych u je délitelem 2v a v je
délitelem 3u. [Existuji pfirozend a, b tak, ze 2v = au a 3u = bv. Vyndsobenim dostaneme
6vu = abuv neboli ab = 6. Proto (a,b) je nutné jedna z dvojic (1,6), (2,3), (3,2), (6,1).
Pozadované rovnosti 2v = au a 3u = bv se pak po fadé redukuji na u = 2v, u = v, u = %v,
u = %v. Vyhovuji tedy prévé dvojice (u,v) tvaru (2n,n), (n,n), (2n,3n) a (n,3n), kde n
je prirozené dislo.]

N2. Ukazte, ze pro zadné liché prvocislo p neni soucet 1 + 2 + 3 + ... + p délitelny néjakym
prvocislem vétsim nez p. [Dany soudet je roven %p(p + 1), tudiz kazdy jeho prvodinitel ¢
déli nékteré z Cisel p nebo p + 1, a proto ¢ < p, nebot prvodislo p je liché, a tak sudé
¢islo p + 1 je aspon 4, a je tedy slozené.)

* Dokdzali jsme vlastné obecn&jsi tvrzeni: V Zadné rostouci posloupnosti navzijem nesoudélnych priro-
zenych ¢isel se nenajdou dva sousedni cleny, z nichz kazdy je délitelem souctu vsech jemu predchézejicich
¢lenti.


https://oeis.org/A007506
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N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pro dané liché prvocislo p oznac¢me S soucet vSech prirozenych ¢isel mensich nez p, ktera
maji ve svych dekadickych zapisech alespon jednu ¢islici z dekadického zapisu cisla p.
Ukazte, ze pokud p | S, pak ¢islo S nemé kromé p zddného prvocinitele vétstho nez
1(p—1). [Ziejmé S 1+2+...+(p—1) = Ip(p—1), odkud S/p < (p—1), kde S/p je
prirozené ¢islo diky predpokladu p | S. Je-li proto g néjaky prvoéinitel ¢isla S rizny od
p, je i prvocinitelem ¢isla S/p, které samo jak vime nepfevysuje %(p —1).]

Ukazte, ze soucet dvou po sobé jdoucich prvocisel nemlze byt dvojnasobek jiného
prvocisla. [Pro dikaz sporem pii ziejmém oznaceni rovnost p, + pn+1 = 2¢g prepiSme
do tvaru %(pn + pni1) = q. Cislo ¢ tedy lezi uvniti otevieného intervalu (pn, pni1), ve
kterém vSak nejsou zddné prvocisla.)

Dokazte, ze pokud pro pfirozend é&isla a, b, ¢ plati, a + b+ ¢ | abe, pak je a+ b+ ¢ slozené
¢islo. [Sporem: Pokud by ¢islo s = a+ b+ ¢ bylo prvoéislo, bylo by délitelem (diky zadané
podmince s | abe) aspon jednoho z Cisel a, b, ¢. Ta jsou vSak vSechna t¥i mensi nez jejich
soudet s, coz je spor.]

Pro kazdé n > 1 ozna¢me S, souet n prvnich prvocisel. Ukazte, Ze v intervalu (S, S,11)
lezi vzdy druhd mocnina nékterého prirozeného éisla. [Ukazme predné, ze k tomu, aby
v obecnéj$im intervalu (S,S + (2k + 1)), kde S a k jsou pfirozend ¢isla, leZela druhd
mocnina, stacf, aby platilo S < (k + 1)® (pokud totiz v (5,9 + (2k + 1)) nelezi
7adné z ¢éisel 12,22 ... k% je pak k2 < S < (k + 1)2, tudiz v daném intervalu lezi
¢islo (k + 1)%). Pfi ziejmém oznadeni tak v nasi tloze staéi pro kazdé n > 1 dokazat
nerovnost py + ...+ py < 1 (pn+1 +1)? (podle predchoziho tvrzeni pro k = 3 (ppi1 —1) ).
JelikoZ p1 — 1, pa, ps3, . .., pn jsou ruzné ¢isla z mnoziny lichych ¢isel {1,3,5,...,pp+1 —2}
se souétem prvki §(pp+1 — 1)?, stadi dokazat, Ze plati 1+ §(pny1 — 1) < $(ppi1 +1)%
To je ale ziejmé, nebot celé &islo §(pp4+1 — 1)% je mensi nez celé €slo 1 (pni1 + 1)2.]

Na tabuli jsou napséna (ne nutné riznd) prvoéisla, jejichz soudin je 105krat vétsi nez jejich
soucet. Urcete vSechna napsand prvoéisla, pokud jich je a) pét, b) sedm. [70-A I 1]

10
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5. Rozhodnéte, zda existuje neprazdnd podmnozina policek tabulky 7 X 7 s nasledujici
vlastnosti: Pro kazZdé z vyobrazenych tetramin

| | | HpEEEE

lze tuto podmnoZinu vyplnit bez prekryvani vyhradné jeho kopiemi. Jednotlivé kopie
mizeme libovolné otdcet a prekldpeét. (Michal Rolinek)

RESENI. Takové podmnozina policek existuje, najdeme totiz jeji konkrétni pifklad.

Konstrukei prikladu a ovéreni jeho spravnosti si zjednodusime, kdyz od péti vypl-
novani tetraminy prejdeme ke dvéma vyplinovanim oktaminy, které vidite na obrazku —
prvni oktamino ve trech kopiich, druhé oktamino ve dvou kopiich.* Takovy prechod je
mozny, nebot kazdé z péti oktamin je vyplnéno dvéma kopiemi jiného z péti tetramin ze
zadani.

Neprazdnou podmnozinu policek, kterou lze vyplnit kopiemi kazdého ze dvou navr-
zenych oktamin, lze najit snaze. Jeji priklad i s obéma vyplnénimi vypada nasledovné:

Tim je Teseni tulohy hotovo.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:
N1. Naleznéte neprazdnou podmnozinu policek tabulky 20 x 20, kterou lze vyplnit (beze
zbytku a prekryvan{) kopiemi levého obrazce i kopiemi pravého obrazce.

[Pouzijte kazdou dlazdici étytikrat ,,dokola®]

* Zduraznéme, Ze neni predem jasné, zda takové zjednoduseni tlohy dopadne ,,dobtfe“. Chyb{ ndm dukaz
tvrzeni, ze z existence péti vyplnéni tetraminy plyne existence dvou vyplnéni oktaminy.

11
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N2. Urcete, kolik policek obsahuje nejmensi obrazec, ktery lze vyplnit a) jak tetraminy typu I,
tak tetraminy typu O, jakoZ i tetraminy typu L, b) jak tetraminy typu S, tak tetraminy
typu T. [8 policek pro obé tlohy. Kazdy vyhovujici obrazec musi byt sloZen z alespon
dvou kopii kazdého ze zminénych tetramin a mit tak alespon 8 policek. Mozné priklady
obrazcu s 8 policky i s pozadovanymi vyplnénimi jsou na obréazku.]

D1. Rozhodnéte, zda lze nasledujici tabulku vyplnit tetraminy typu L.

[Jde to. Dokonce lze bez pfesahu vyplnit ,polovinu® tabulky, rozdélené jejf svislou (nebo
vodorovnou) osou soumérnosti.]

D2. Rozhodnéte, zda lze tabulku 10 x 10 vyplnit tetraminy typu T. [Nejde to. Obarvéte
tabulku bilymi a ¢ernymi poli jako Sachovnici. Pak kazdé tetramino T pokryva lichy pocet
¢ernych poli. Pii vyplnéni 25 tetraminy typu T by celkovy pocet pokrytych cernych poli
byl lichy.]

D3. Rozhodnéte, zda lze tabulku 10 x 10 vyplnit tetraminy typu I. [Nejde to. Uvazte ,hrubsi“
Sachovnicové obarveni, kdy jednobarevné ¢tverce maji velikost 2 x 2. Kolik ¢ernych poli
pak pokryje jedno tetramino typu I, kolik by jich bylo pokryto pfi vyplnéni jeho 25
kopiemi?]

D4. Na nékteré pole ¢tvercové Sachovnice n xn (n 2 2) postavime figurku a pak s ni tAhneme
stiidavé ,sikmo* a ,pifmo* ,Sikmo“ znamena na pole, které mé s predchozim spoleény
pravé jeden bod. ,,Pfimo“ znamena na sousedni pole, které ma s predchozim spole¢nou
stranu. Urcete vSechna n, pro néz existuje vychozi pole a posloupnost tahi zacinajici
,Sikmo® tak, ze figurka projde celou sachovnici a na kazdém poli se octne pravé jednou.
[A-56-11T-1]

D5. Necht n = 3 je pfirozené ¢islo. Uvazujme ¢tvereckovany papir o rozmérech n x n, jehoz
jednotlivé ¢tverecky mohou mit bud bilou, nebo ¢ernou barvu. V kazdém kroku zménime

l l

barvy péti ctverecki, které tvori obrazec | | v libovolném natoceni. Na poéatku jsou

véechny ¢tverecky bilé. Rozhodnéte, pro ktera n lze po koneéném poctu krokti dosahnout
toho, Ze vSechny ¢tverecky budou éerné. [A-72-T1T-6]

12
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6. Pro redlnd ¢isla a, b, ¢, d z intervalu (1,2) plati (a + ¢)(b+ d) = 8. Dokazte, Ze
1 L 1 n 1 . 1
a?+bv?—-1 +c2-1 2+d>-1 d?>+a®>-1

a urcete, kdy nastane rovnost. (Zdenek Pezlar)

v

L,

RESENI. Ve vSech ¢astech textu budeme piedpokladat, ze &sla a, b, ¢, d spliuji
podminky uvedené v zadani.

V prvni ¢asti feseni dokazeme, Ze zadana nerovnost plati.

Predné si povSimneme, ze jmenovatelé zastoupenych zlomku jsou kladna ¢isla, nebot
c¢isla a, b, ¢, d jsou alespon 1. Jelikoz navic lezi v intervalu délky 1, pro kazda dvé z nich,
kupiikladu pro &sla a a b, plati (a — b)? < 1 neboli a® + b? — 1 < 2ab. Nyni z nerovnosti
0 < a? 4+ b?> — 1 < 2ab plyne, Ze pro prvni zlomek ze zadani plati

1 1
—_— 1
a?+b2 -1~ 2ab (1)
Secteme-li tuto nerovnost s jejimi obdobami pro dalsi tfi zadané zlomky, obdrzime
1 1 1 1 S 1 1 1 1

2 — 4+ —+—+—. (2
a?+ b2 —1 +b2+02—1 +62+d2—1+d2+a2—1 - 2ab+2bc+20d+2da )
Nerovnost ze zadani tak bude dokazana, ovérime-li jednodussi nerovnost

1 1 1 1
— 4+ — 4+ = >2
ab+bc+cd+da_ (3)

Vyuzijeme k tomu znadmou nerovnost pro soucin dvou soucti, totiz soucet nékolika
kladnych ¢isel a soucet jejich prevracenych hodnot.* V pifpadé 4 ¢isel ma tato nerovnost
tvar, ktery rovnou zapiseme pro Cisla ab, be, cd, da:

1 1 1 1
(ab+bc—|—cd+da)(—+—+—+—)242. (4)
a

KyZena nerovnost (3) je jiz snadnym dusledkem (4) a predpokladu (a 4 ¢)(b+ d) = 8 ze
zadani:
1 1 1 1 42 16 16

— =+ =4+ =2 = =—=2
ab+bc+ca+da_ab+bc+cd+da (a+c)b+d) 8

V druhé casti reseni urcéime, kdy v dokazané nerovnosti nastane rovnost. Tehdy je
nutné, aby nastala rovnost v (2), tedy i rovnosti v nerovnosti (a —b)? < 1 a tfech dalsich
jejich obdobéch. Hledané ctvetice (a, b, ¢, d) tak nutné spliuji rovnosti

la—bl=|b—c|=|c—d=|d—a|]=1. (5)
Pokud plati @ > b, snadno uz takovou ¢tvefici ¢isel z intervalu (1,2) jednoznacné urcime
jako (2,1,2,1). V opa¢ném piipadé b = a obdobné dospéjeme k jediné ctverici (1,2, 1, 2).

Dosazenim kazdé ze dvou urcenych c¢tveric do ptivodni nerovnosti zjistime, Ze rovnost
opravdu splnuji, nebot kazdy ze ¢tyt zlomki na levé strané je po dosazeni roven 1/4.

Zaveér. Rovnost nastane pouze pro ¢tvetice (a,b, ¢, d) rovné (2,1,2,1) a (1,2,1,2).

* Tato nerovnost, uvedend nize v tloze N3, je ekvivalentni s nerovnosti mezi aritmetickym a harmonickym
prumérem nékolika kladnych ¢isel, o které pojednava tloha N4.

13
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KOMENTAR. Vysvétleme ponékud umély obrat z tivodu podaného reseni. Dokazova-
nou nerovnost lze jen stézi néjak vyhodné algebraicky upravit. Proto jsme se rozhodli
odhadnout zdola jednotlivé zlomky, které se s¢itaji na levé strané. Nejjednodussi by bylo,
kdyby platily ¢tyti odhady typu

R S

a?+b2—-17"4
Potiebovali bychom tak nerovnost a? + b* < b5, jejiz platnost pro nase ¢isla a, b
(z intervalu (1, 2)) ovSem zarucenu nemame.* Proto jsme tivodem odvodili dolni odhad (1)
s nekonstantni pravou stranou, zavislou na soucinu ¢isel a a b. To se ukazalo vyhodné
i proto, ze soucin ab je jednim ze CtyT scitanct, které dostaneme roznasobenim soucinu
(a + ¢)(b 4+ d) se zadanou hodnotou 8. Vyhoda se pak projevila po vyuziti uziteéné
nerovnosti (4) pro soucin dvou soucti (pracovni termin upfesnény v textu reseni), kterd
v obecné podobé z tlohy N3 stoji za zapamatovani. Dodejme, zZe tuto nerovnost je mozné
s uspéchem uplatnit také rovnou k souctu na levé strané puvodni nerovnosti (jiné feseni
nize).

Poznamenejme jesté, ze v druhé casti feseni jsme se zabyvali pouze podminkou
rovnosti v (2). Ta je ve skutecnosti ekvivalentni s rovnostmi (5). Zavérecnou zkousku
dosazenim jsme i presto museli provést, nebot jsme neposoudili rovnost ve druhé uzité
nerovnosti (4). Ta podle tlohy N3 nastane, pravé kdyz plati ab = be = ¢d = da neboli
a =cab=d Tyto dvé rovnosti ovSem obé dvojice nalezené podle (5) splnuji, tudiz
nutnost zkousky pti odvozeni podminek a = ¢ a b = d odpada.

JINE RESENI. Oznacme L levou stranu dokazované nerovnosti. Stejné jako v prvnim
feSeni zdivodnime, ze L je souCtem prevracenych hodnot ¢tyr kladnych cisel, jejichz
soucet je piitom zfejmé roven 2(a? + b* + ¢ + d? — 2). Podle nerovnosti pro soucin dvou
souctu, o které jsme se zminili v prvnim feseni, tak plati

8
a2+ +c2+d>—-2
KyZena nerovnost L = 1 tak bude dokdzana, ovéiime-li, ze plati

a? +b*+cF+d>-2<8. (6)

2@ +0* +F+d*—2)- L =>4*=16, odkud L=

K tomu kazdé z cisel —2 a 8 prevedeme na opac¢nou stranu nerovnosti a druhé z nich
zaménime souc¢inem (a + ¢)(b+ d). Zbude nam tak ovérit nerovnost

PP +E+dE - (a+co)b+d) L2

Jeji leva strana je ovSem zrejmé rovna souctu
1 2 1 2 2 1 2

é(a—b) —|—§(b—c) —|—§(c—d) +§(d—a), (7)

ktery skutecné neprevysuje 2, nebot kazda ze ctyr zastoupenych druhych mocnin nepie-

vysuje 1 (diky tomu, zZe ¢isla a, b, ¢, d lezi v intervalu délky 1). Tim je slibené ovéfeni

hotovo.

Pokud v dokézané nerovnosti nastane rovnost, musi se kazda z druhych mocnin
zastoupenych v (7) rovnat 1, tj. musi platit rovnosti (5) z prvniho feSeni. Proto stejné
jako tam uréime dvé ¢tvetice (2,1,2,1) a (1,2, 1,2) a ovéfime, ze pro né rovnost skutecné
nastava.

1

* Neovlivni to ani podminka (a + ¢)(b+d) = 8.
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P0zZNAMKA. Nazna¢me malou obménu pravé podaného feseni, pii které dokazovanou
nerovnost pro soucet ¢tyt zlomki dostaneme se¢tenim dvou odhadt

1 1 1

+ 2 -,

a2+ -1 c24+d2—-17"2
CE S
B24c2—1 d?+a2-172

Tyto dva odhady dokaZeme soucasné. Jejich levé strany, které oznacime L o, jsou totiz
soucty prevracenych hodnot dvou kladnych ¢isel, pritom soucet téchto dvou ¢isel je v obou
piipadech roven a? + b? + ¢ 4+ d? — 2. Podle nerovnosti z tilohy N3, tentokrat uzité pro
n = 2, tedy plati

(A®+b0°+P+d>—2) - Lip 22> =4

Oba kyzené odhady Lo = % tak opét plynou z nerovnosti (6), kterou jsme se zabyvali
v predchozim Teseni.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro libovolna realnd ¢isla z, y a z dokazte
a) 2?2 +y?+ 22 22 +y)z —2zy, b) 2+2%(1+y?%) = 2z(1+y).
[Nerovnost z a) upravte na (z +y —2)? 20,z b) na (zy — 1)+ (z — 1)2 Z 0.]

N2. Redln ¢isla a, b lezi v intervalu (1,2). Ukazte, Ze plati nasledujici nerovnosti:
a) a? + b2 < 1+ 2ab, b) (zz—i-ng%ab7
o)2<a/b+b/a<2  d)a®+20> < (2a+1)b+3.
[Nerovnost z a) upravte na (a — b)? < 1, nerovnost z b) na (2a — b) - (2b — a) = 0.
Leva nerovnost z c) plati pro libovolna a,b > 0 a lze ji dokdzat napriklad tpravou na
(a —b)? = 0 (nebo uzitim A-G nerovnosti pro dvé ¢isla a/b a b/a). Pravd nerovnost z c)
plyne z b). Nerovnost z d) upravte na (a—b)?+ (b—1)? < 13 a vyuzijte toho Ze [a—b| £ 1
al<b—3<3]

N3. Dokazte, ze pro libovolnou n-tici kladnych redlnych ¢isel aq, as, . .., a, plati

(a1 +ap+...4+an) (1/ay +1/ag + ...+ 1/ay) = n.

Kdy nastane rovnost? [Po rozndsobeni dostanete n jednicek a n(n —1)/2 dvojic zlomka
a;/a; a aj/a; (kde 1 < i < j < n), pfitom soucet kazdych dvou takovych zlomku je
aspoll 2 podle feseni ¢asti ¢) z tlohy N2. Rovnost nastane, pravé kdyz plati a;/a; = a;/a;
kdykoli i # j, tedy préavé kdyz vSechna ¢&isla a; jsou stejné.
N4. Pro libovolnou n-tici kladnych realnych ¢isla aq, a9, . .., a, definujeme jejich aritmeticky
pramér A,, a harmonicky primér H,, vzorci
ar+as+...+a, n

A, = a H,= )
n /a1 +1/as + ...+ 1/ay,

Dokazte, ze vzdy plati A, =2 H,. [Upravte na nerovnost z N3.]
D1. Dokazte, ze pro libovolna kladna realné ¢isla a, b, ¢ plati

a+b+c §
b+c c+a a+b=2

1\

[Pri¢téte ke kazdému zlomku 1 a uzijte N3 pro trojici b+ ¢, ¢+ a, a + b.]
D2. Pro libovolna kladné redlné ¢isla x, y, z dokazte nerovnost

1

11
(w+y+2)(f+f+*)§m2, kdem:min(§+y+zy : m)
Ty oz y

z x'x Yy =z
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73. ROCNIK MO (2023/2024) DOMACI KOLO KATEGORIE A

D3.

D4.

D5.

D6.

Zjistéte rovnéz, kdy v dokdzané nerovnosti nastane rovnost. [63-A-T-2]
Dokazte, ze pro libovolna redlnd ¢éisla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

a n b n c
1+bc 14ca 1+ab

A

2.

[S ohledem na symetrii jisté mizeme pfedpokladat, ze a = max(b,c). Prvni zlomek je
zfejmé nejvyse 1. Druhy zlomek je nejvyse b/(a+c¢), nebot z nerovnosti (1 —a)(1—c) 20
plyne 1 + ca 2 a + c. Podobné tieti zlomek je nejvyse ¢/(a + b). Stadi tak dokézat, ze
soucet b/(a + ¢) + ¢/(a + b) je nejvyse 1. To vSak diky pfedpokladu a = max(b, ¢) plati,
nebot pak b/(a+c¢) £b/(b+c)ac/(a+b) =c/(b+c).]

Pro redlnd ¢isla a, b plati 9a® + 8ab + 76> < 6. Dokaite, 7e 7a + 5b + 12ab < 9.
[VSimnéme si, Ze v obou uvedenych nerovnostech nastavé rovnost pro a = b = % Uplat-
néme proto odhad (a — 1)? > 0 ve tvaru a < a? + % a jeho obdobu b £ b* + 1.
Dostaneme 7a + 5b 4+ 12ab < 7(a2 + i) + 5(b2 + %) + 12ab, pritom vyraz napravo je
roven (9a” + 8ab + 7b%) — 2(a — b)* + 3]

Pro kladni redlna &isla a, b, ¢, d plati abed = 4 a a® + b*> + ¢® + d? = 10. Urcete
nejvétsi moznou hodnotu vyrazu ab + be + ed + da. [https://skmo.sk/dokument . php?
id=994#page=9]

Najdéte nejmensi kladné redlné ¢islo ¢ s nasledujici vlastnosti: Kdykoliv realna cisla a, b,
¢, d spliuji rovnosti a +b+c+d = 6 a a® +b? + c? +d? = 10, lze z téchto &isel vybrat dvé,
jejichz rozdil mé absolutni hodnotu nejvyse t. [https://iksko.org/files/1/vzorakl.
pdf#page=1]
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