74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

V nasi ulici bydli Capkovi a Némcovi. Capkovi maji dva syny, Karlika a o dva roky
starsiho Pepika. Némcovi maji dceru Bézu. Narozeniny vSech tii déti slavivaji obé rodiny
spolecné, a to v den Karlikovych narozenin. Pti letosni oslavé byla Béza trikrat starsi nez
Karlik. Za tfi roky bude Karlikovi a Pepikovi dohromady stejné jako bude Béze.

Kolik let bylo détem pfi letosni oslavé? (M. Petrovad)

Mozné FeSeni. Za tfi roky bude soucet véku Karlika a Pepika o Sest let vétsi neZ nyni,
zatimco vek Bozi se zvétsi o tTi roky. Protoze tyto hodnoty maji souhlasit, je nynéjsi vek
Bézi o tti roky vétsi nez soucet vékti obou chlapct.

Pepik je o dva roky starsi nez Karlik, tedy soucet jejich veékii je stejny jako dvojnasobek
véku Karlika a dva roky. Celkem mame vek Bé6zi vyjadien jako dvojnasobek véku Karlika
a pét rok.

Ze zadani také vime, ze Béza je trikrat starsi nez Karlik. Porovnanim téchto dvou
vyjadieni dostavame, ze Karlikovi je pét rokt, a tedy Pepikovi je sedm a Bdéze patnact.

Poznamka. Myslenky prvnich dvou odstavci lze zkracené psat takto:
B=K+P+3, P=K+2 = B=2K+5.
Porovnanim dvojiho vyjadireni véku Bé6zi dostavame:
2K +5=3K — K =5.

Odtud pak plyne, ze P =7 a B = 15. Situaci je také mozné (a vhodné) znazornit pomoci
skladani tsecek.
Jiné feSeni. Se stejnym znacCenim jako v predchozi poznamce lze postupné vzhledem

k véku Karlika vyjadfovat veky ostatnich a kontrolovat podminku s rovnosti vékt po tfech
letech:

K 1 2 3 4 5
P=K+2 3 4 5) 6 7

K+3+P+3 10 12 14 16 18

B =3K 3 6 9 12 15

B+3 6 9 12 15 18

Vyhovujici feSeni dostavame pro K = 5, P =7 a B = 15. Karlikovi je pét rokt, Pepikovi
sedm a Bdze patnact.



75-1-2

Na obrazku je sedy ¢tverec se stranou délky 10 cm. Ctverec dopliuji étyfi stejné pravo-
uhlé trojihelniky do tvaru hvézdy. Soucet obsaht téchto ¢tyr trojuhelniki je ¢tyrnasobkem
obsahu ¢tverce.

Urcete délku strany XY (E. Semerddovd)

Poznamka: obrazek je pouze ilustracni.

Mozné feseni. Z kazdych dvou bilych trojihelniki Ize slozit obdélnik, jehoZ jedna strana
se shoduje se stranou Sedého c¢tverce. Ze Ctyt trojuhelniki 1ze slozit dva obdélniky.

Soucet obsahii dvou obdélnikti je ¢tyinasobkem obsahu ¢tverce, pravé kdyz druhé
strana obdélniku je dvojnasobkem strany c¢tverce. Tedy strana XY méri 20 cm.

Poznamka. Bilé trojuhelniky jsou vSechny stejné, tedy kazdy z nich méa stejny obsah
jako Sedy ctverec. Z kazdého trojuhelniku lze vytvorit ¢tverec ustfizenim a presunutim
jeho ¢asti (v souladu s pfedchozim obrazkem) takto:
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7Z5-1-3
V nasledujicim ptikladu je pétkrat pouzito znaménko + a vysledek je nasobkem tfi:

9+8+7+64+5+4=39.
Zménte dvé ze znamének + na znaménko — tak, aby vysledek nového piikladu byl opét

nasobkem tii. Najdéte vSechny moznosti. (E. Semerddovad)

Mozné feSeni. Jak puvodni, tak novy vysledek je nasobkem tii. Tedy také soucet odci-
tanych cisel musi byt nasobkem tii. Takové soucty pro dvojice ¢isel od 4 do 8 jsou:

A45=9 448=12, 5+7=12, 7+8=15.
Vsechny mozné zamény znamének (a odpovidajici vysledky) jsou:

94+8+74+6—-5—-4=21,
9—-8+7+6+5—4=15,
94+8—-T7T4+6—-5+4=15,
9-8-7T+6+5+4=9.

Poznamka. Pocet moznych zdmén dvou znamének z péti je deset. Bez itvodniho postiehu
lze postupovat tak, ze se vypocte deset odpovidajicich prikladt a vyberou se ty, jejichz
vysledek je nasobkem tii.



Z5-1-4
Pinocchio tvrdi, ze ¢islo dne v datu jeho narozeni lze beze zbytku délit tfemi, ¢tyimi,
péti a Sesti. TTi z téchto ¢tyt informaci jsou pravdivé, jedna je nepravdiva.
Kolikaty den v mésici mtize mit Pinocchio narozeniny? Urcete vSechny moznosti.
(E. Novotnd)

Mozné FeSeni. Postupné vylucujeme jednoho ze ¢tyt déliteltt a hleddme nejmensi ¢isla,
ktera jsou beze zbytku délitelnd zbylymi tfemi ¢isly. Mezi nimi vybirame ta, ktera nejsou
délitelnd vyloucenym ¢islem (nevyhovujici moznosti jsou v nasledujici tabulce preskrt-
nuty). Vysledek ma predstavovat den v mésici, tedy nas zajimaji hodnoty nepfevysujici 31
(vyhovujici moznosti jsou zvyraznény tucné). Zavéry jsou shrnuty zde:

ne ano moznosti

3 4,5, 6 60, ...

4 3,5,6 30, 60, ...

) 3,4,6 12, 24, 36, ...
6 3,4,5 60, ...

Pinocchio se mohl narodit 12., 24., nebo 30. dne v mésici.

Jiné feseni. Po fadcich vypiSeme vSechna c¢isla nepfevysujici 31, ktera jsou beze zbytku
délitelna tfemi, ¢tyimi, péti a Sesti:

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
4 8 12 16 20 24 28

) 10 15 20 25 30

6 12 18 24 30

Cisla, ktera jsou délitelna t¥emi ze ¢tyt uvedenych déliteld, jsou zvyraznéna tuéné.
Pinocchio se mohl narodit 12., 24., nebo 30. dne v mésici.

Poznamky. Pokud se Pinocchio narodil v tinoru, pak posledni moznost (30.) odpada.

U prvniho uvedeného feseni lze mozné hodnoty ve tietim sloupci tabulky urcovat napft.
tak, ze postupné pro nasobky nejvétsiho z danych cisel ovérujeme, zda jsou beze zbytku
délitelné zbylymi dvéma cisly. Nejmensi z uvedenych hodnot je tzv. nejmensi spolecny
ndsobek cisel.

Ulohu lze Fesit také tak, Ze se postupné pro ¢&isla od 1 do 31 uré vsichni délitelé,
kterymi lze beze zbytku délit, a mezi nimi se hledaji tii ze ¢ty danych délitelt.



Z5-1-5
V siti stezek vyznacenych na obrazku ma kazda stezka mezi sousednimi kfizovatkami
délku 1 km.

Kolik cest dlouhych nanejvys 3km vede po stezkach z mista A do mista B?
(E. Semerddovd)

B
A
Mozné tesSeni. Cesta délky 1km neni zadna.
Cesty délky 2km jsou dveé:
B B
A A
Cest délky 3km je pét:
B B
A A




Mezi misty A a B je celkem sedm cest dlouhych nanejvys 3 km.

Poznamka. Cesty délky 3km jsou z predchozich cest odvozeny tak, ze 1km tseky byly
systematicky nahrazovany dvéma 1km useky zacinajicimi a konc¢icimi ve stejnych ktizo-
vatkéch.

7Z5-1-6
Andélka navléka na nit bez mezer za sebe koralky tii riznych tvari A, B, C. Postupuje
tak, ze tvary strida ve stale stejném poradi a postupné zvysuje pocty tvarta ve skupinach:

ABCAABBCCAAABBBCCCAAAABBBBCCCC...

Koralek tvaru A zabird 5 mm nité, kordlek tvaru B zabird 4 mm, koréalek tvaru C' zabira
3 mm.
Kolik koralku potiebuje Andélka k vyrobé nahrdelniku dlouhého alespon 50 cm?
(L. Dedkova)

MozZné fesSeni. Skupina tii koralku ABC zabira 12 mm, skupina Sesti koralki AABBCC
zabird 24 mm, skupina deviti koralki AAABBBCCC zabira 36 mm atd.

ABCAABBCCAAABBBCCCAAAABBBBCCCC. ...
12 ‘ 24 ‘ 36 ‘ 48 (mm) ‘

Prvni skupina zabird 12 mm nité, prvni dvé skupiny zabiraji 36 mm, prvni tii skupiny
zabiraji 72 mm atd. Vzhledem k poctu koralki kazdého tvaru ve skupiné, vyjadiime délku

6



skupiny, celkovy pocet koralkt a celkovou délku dosud zabrané nité:

pocet trojic ve skupiné 1 2 3 4 5 6 7 8 9
délka skupiny (mm) 12 | 24 | 36 | 48 | 60 | 72 | 8 | 96 | 108

celkovy pocet koralki 3 9 |18 | 30 45 63 84 | 108 | 135
celkova délka (mm) 12 | 36 | 72 | 120 | 180 | 252 | 336 | 432 | 540

Délky 500 mm je dosazeno v ramci devaté skupiny. Posledni tplna skupina sestava
z osmi koralki kazdého tvaru. Na konci této skupiny je celkem zabrano 432mm nité,
zbyva 68 mm, dosud pouzitych koralkt je 108.

Devét koralki tvaru A zabird 45 mm. S témito koralky je celkem zabrano 477 mm nité,
zbyva 23 mm, dosud pouzitych koralkt je 117.

Sest koralkti tvaru B zabird 24 mm. S témito koralky je celkem zabrano 501 mm nité,
dosud pouzitych koralkd je 123.

Andélka potrebuje alespon 123 koralkd.

Poznamka. Postupné s¢itani v predchozi tabulce lze nahradit délenim se zbytkem:
500 : 12 dava 41 a zbytek 8.

Tedy do 500 mm se muze vlézt 41 trojic ABC a zbude 8 mm. Je vSak nutné zohlednit
vyskyt ve skupinach. V celych skupindch umime dostat 1 +2+3+4+5+6+7+8 =36
trojic ABC (s devatou skupinou bychom méli 36 + 9 = 45, coz je vic nez 41). Téchto 36
trojic celkem zabirad 432 mm nité (36 - 12 = 432) a obsahuje 108 koralku (36 - 3 = 108).



