Cesko-Rakousko-Polsko-Slovenské st¥etnuti 2025

ISTA, Rakousko
(Prvni den — 17. ¢ervna, 2025)

1. Necht a, b, c,d jsou nezdporné realnd ¢isla takova, ze a? + b? = ac + bd a pfitom
¢, d nejsou obé nula. Najdéte maximum a minimum vyrazu

ad + bc — cd
2+ d?

2. Necht {a,} -, je posloupnost kladnych celych ¢isel takovd, ze pro kazdé kladné
celé cislo n plati
ant1 = (n+1)(a, —n+1).

V zavislosti na a; urcete nejvétsi celé cislo k, pro které existuje ¢ > 2 takové, ze
ged(ag, air1) = k. (Poznamejme, ze ged(x, y) znaci nejvétsi spolecny délitel kladnych
celych ¢isel x a y.)

3. Na tabuli je na zacatku napsan mnohoclen XY — 1. Merlin a Artus hraji hru,
pricemz se stiidaji v tazich a Artus zac¢ina. V kazdém tahu hrac¢ nahradi mnohoclen
P(X,Y) na tabuli jednim z nasledujicich:

(

a) X-P(X,Y),
(b) Y- P(X,Y),

(¢) P(X,Y)+a, kde a € (—00,2025] je libovolné celé ¢islo.

Hra kon¢i po té, co kazdy z hrac¢a provede presné 2025 taht. Necht Q(X,Y) je
mnohoclen na tabuli po skon¢eni hry. Merlin vyhraje, pokud rovnice Q(x,y) = 0
ma konecény a lichy pocet feseni (z,y) v kladnych celych ¢islech. Dokazte, ze Merlin
muze vyhrat vidy bez ohledu na to, jak hraje Artus.

Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kazdou ulohu lze ziskat 7 bodi.

Language: Czech



Cesko-Rakousko-Polsko-Slovenské st¥etnuti 2025

ISTA, Rakousko
(Druhy den — 18. ¢ervna, 2025)

4. Rovina byla svislymi a vodorovnymi primkami rozdélena na ¢tvercova policka
1 x 1. Rozhodnéte, zda je mozné vepsat cela cisla do téchto policek tak, aby

(i) kazdé policko obsahovalo pravé jedno celé ¢islo,
ii) kazdé celé ¢islo bylo v pravé jednom policku,
Yy

(iii) pro kazdé dvé policka A, B sdilejici praveé jeden vrchol a obsahujici ¢isla a,
b platilo, ze nékteré z policek sdilejicich hranu s A i B obsahuje celé ¢islo
s hodnotou mezi a a b.

5. Necht ABC je ostrothly trojihelnik. Bod D lezi ve stejné poloroviné urcené
piimkou AB jako bod C a spliiuje DB 1L AB a |[{ADB| = 45° + $|{ACB|. Bod
E lezi ve stejné poloroviné ur¢ené primkou AC jako bod B a spliuje AC 1 EC a
|LAEC| = 45° 4+ 1| LABC|. Ozna¢me F bod stiedové soumérny s bodem A podle
stfedu oblouku BAC'. Dokazte, ze body A, D, E, F lezi na jedné kruznici.

6. Najdéte vSechny funkce f: (0,00) — [0, 00) takové, Ze pro vsechna z,y € (0, 00)
plati
fle+yf(x) = f@)f(z+y).

Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kazZdou ulohu lze ziskat 7 bodi.

Language: Czech



