75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Zadani uloh domaciho kola

Kategorie A

. Ostrov je rozdéleny na nékolik kralovstvi. Uzemi kazdého kralovstvi je — [V|[ J]
konvexni mnohothelnik, ktery ma pravé jeden nejsevernéjsi, nejjiznéjsi, \
nejvychodnéjsi a nejzapadnéjsi bod. Kazdy kral dostal 4 vlajky s pis-

meny S, J, V, Z, které umistil do téchto vyznamnych bodt svého kra-

lovstvi. (Napfiklad u trojmezi t¥{ stati na obrazku jsou takto zapichnuté 2 vlajky.)
Uprostied ostrova je krtinec, kde se styka 7 kralovstvi. Urcete vSsechny mozné pocty
vlajek zapichnutych do krtince. (Josef Tkadlec)

. Necht p, ¢ jsou redlna cisla takova, ze rovnici
|2 1| =pr +¢

s neznamou x vyhovuji pravé 4 navzajem ruzna realna cisla.
a) Urcete vSechny mozné hodnoty sou¢tu téchto 4 ¢isel.
b) Dokazte, ze soucin téchto 4 ¢isel lezi v intervalu (—3,1). (Patrik Bak)

. Jozef m4 hlavolam, ktery se sklada ze t¥1 vodorovnych tyéi a z n = 2 _@6@_
razné velkych kotoucti sefazenych na prvni tyc¢i podle velikosti, viz

obrézek. V jednom tahu Jozef vysune z libovolné tyce krajni kotouc

(zleva nebo zprava) a nasune jej na jinou ty¢ ze stejné strany.

Hlavolam je vyfeseny, pokud se vSechny kotouce nachézi na druhé

tyci serazené stejné jako na zacatku. V zavislosti na n urcete nejmensi
mozny pocet tahi, ktery je potfeba na vyreseni hlavolamu. (Jozef Rajnik)

. Jsou déna nesoudélna piirozend ¢isla a a b takovd, Ze i ¢isla a® — 1 a b3 — 1 jsou
nesoudélna. Dokazte, ze ¢isla a? — b a b*> — a jsou rovnéz nesoudélna.  (Patrik Bak)

. Uvnitt ostrothlého trojihelniku ABC' je dan bod R. Na straniach AB a BC' lezi
po tadé body P a @ tak, ze obvod trojiuhelniku PQR je nejmensi mozny. Podobné
na stranach BC' a AC lezi po tadé body S a T tak, ze obvod trojihelniku RST je
nejmensi mozny. Ptimky PQ a ST se protinaji v bodé K. Dokazte, ze pokud plati
|sBAK| = |9<CAR)|, pak trojihelniky PQR a RST maji stejny obvod.

(Michal Pecho)

. Na tabuli jsou napséna 4 piirozend &sla. Zirafa vykonava nasledujici kroky: pokazdé
si vybere jedno z ¢isel na tabuli, smaze ho a misto néj napise jeho druhou mocninu.
Miuze vzdy zirafa po konecné mnoha krocich dosdhnout toho, aby rozdil nékterych
dvou ¢isel na tabuli byl nasobkem 977 (Josef Tkadlec)
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Kategorie B

1. Kazdé hrané ¢tyrsténu pritadime jedno realné cislo tak, aby kazda sténa méla stejny
soucet cisel svych t¥i hran. Kolik nejvyse z Sesti ¢isel prifazenych hranam muize byt
navzajem ruznych? (Mdria Domdnyovad)

2. Zapis prirozeného ¢isla v desitkové soustavé konci dvojcislim 90. Dokazte, ze soucin
vSech jeho kladnych délitela je druhou mocninou prirozeného éisla. (Jan Mazdk)

3. Na tabuli je nakreslena kruznice (bez stiedu) a na ni t¥i rizné body A, B, C. Médme
k dispozici kiidu a trojihelnik s ryskou bez méritka. Ten ndm umoznuje jen vést
primku libovolnymi dvéma body a k dané pifimce p vést kolmici danym bodem
(ne nutné lezicim na p). Popiste a zdivodnéte konstrukei stfedu kruznice vepsané
trojuhelniku ABC. (Ema Cudaiovd)

4. Realnd ¢isla x, y spliiuji nerovnosti zy = = + y > 0. Jaké nejmensi hodnoty muze
nabyvat soucet x + y? (Patrik Bak)

5. V konvexnim ¢tyfihelniku ABCD plati | ABC| = |[<ADC|a |[<BCD| = 3|<BAD|.
Body P a @ lezi po fadé na tiseckach AB a AD tak, ze APC(Q je rovnobéznik. Necht O
je stfed kruznice opsané trojihelniku C'PQ. Dokazte, ze AO L BD.  (Patrik Bak)

6. Hraci plan na obrazku vlevo se sklada z 61 pravidelnych Sestitihelnikii se stranou
délky 1.* Na kazdém jeho policku muze stat nejvyse jeden jezdec. Dva jezdci se
ohrozuji pravé tehdy, kdyz stoji na polickéach se stiedy vzdélenymi presné 3 (policka
ohrozend jezdcem jsou na obrazku vpravo vybarvend). Kolik nejvyse jezdci mizeme
umistit na tento plan tak, aby se zadni dva neohrozovali?

(Jozef Rajnik)

* Hrac{ pldny najdete na https://www.matematickaolympiada.cz/media/3855053/hrplany_b6.pdf
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75.

. V siti tvofené ¢tverci o strané 1 je ddna kruznice se stfedem v mifzovém f/’/ \“\

. Uhlopricky lichob&Zniku ABC D se protinaji v bo-

ROCNIK MO (2025/2026) ZADANI 1. KOLA

Kategorie C

. Prirozené ¢islo zapsané navzajem riznymi cislicemi nazveme pitoreskni, kdyz kazda

jeho vnitini ¢islice déli dvojmistné ¢islo tvorené zleva doprava jejimi sousedy. Na-
priklad 1324 je pitoreskni, protoze 3 déli 12 a 2 déli 34. Rozhodnéte, zda existuje
pitoreskni ¢islo tvorené vSemi ¢islicemi a) 1 az 8, b) 1 az 9. (Patrik Bak)

. Uvazujme prirozend cisla a, b, ¢ takova, ze cisla a, b, ¢, a + b, b + ¢, ¢ + a jsou

navzajem rizna a soucet tii nejvétsich z nich je 75. Urcete nejvétsi moznou hodnotu
souctu a + b+ c. (Patrik Bak)

bodé a s polomérem 2. Tato kruznice protina primky sité dohromady ve
12 bodech. DokaZte, Ze téchto 12 prisecikt tvoii vrcholy pravidelného &\“\ //
12thelniku. (Josef Tkadlec)

. Najdéte vSechna ¢tyfmistna cisla n = abed , pro ktera plati

ab+cd = +/n, cd — ab = 5.

dé P a jejich osy se protinaji v bodé M. Predpo-
kladejme, ze M lezi na zakladné AB. Dokazte,
ze P je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku

CDM. (Jaroslav Svrcek)

A B

. Na pekaci je 21 buchet, 10 z nich je plnénych povidly, zbylych 11 tvarohem. Mizeme

polozit 10 otazek. V kazdé otazce ukazeme na dvé buchty a kuchai nam fekne, jestli
maji stejnou napln, nebo kazda jinou. Je mozné ptat se tak, abychom o alespon jedné
buchté s jistotou zjistili, ¢im je plnénd? (Josef Tkadlec, Felix Schrider)
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