75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich iloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. KazZdé hrane ctyrstenu priradime jedno redlné cislo tak, aby kazZdd sténa méla stejny
soucet cisel svyjch tri hran. Kolik nejvyse z Sesti cisel prirazengch hrandm mizZe byt
navzdjem ruzniych? (Méria Doméanyova)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Uvazme c¢tyTi cisla takova, ze kazdéa tii maji stejny soucet. Ukazte, ze pak musi
byt vSechna stejna.
Pét ¢isel je napsanych po obvodu kruhu tak, ze kazda tii sousedni maji stejny
soucet. Ukazte, ze pak musi byt vSechna stejna.
Sest ¢isel je napsanych po obvodu kruhu tak, Ze kazda tii sousedni maji stejny
soucet. Kolik nejvyse z nich mtze byt riznych?
Kazdé sténé krychle priradime realné ¢islo tak, aby vSechny vrcholy krychle mély
stejny soucet ¢isel na trech prilehlych sténach. Kolik ze Sesti ¢isel pritazenych
sténam miize byt navzajem raznych?
Pro realna cisla a, b, ¢, d plati

1 1 1 1

a+b+c+d=0 a —+-+-+-=0.

a b ¢ d
Kolik z rovnosti ab = cd, ac = bd, ad = bc mtze soucasné platit? Urcete vSechny
takové pocty.

2. Zdpis prirozeného cisla v desitkové soustaveé konci dvojcislim 90. Dokazte, Ze soucin
vsech jeho kladnijch délitelid je druhou mocninou prirozeného cisla. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.
N3.

D1.

D2.

Kterd z ¢isel 210749, 33.116,253, 64-75 jsou druhymi (nebo vétsimi) mocninami
celych cisel?

Urcete pocet kladnych délitelt cisla 90.

Ukazte, ze pokud je n ¢tvrtou mocninou prirozeného cisla, pak souc¢in kladnych
déliteld ¢isla n je druhou mocninou prirozeného c¢isla.

Zobecnéte tlohu N2 — dokazte, ze pocet kladnych délitel ¢isla s prvociselnym
rozkladem n = p{* - ... pfm je roven (aq + 1) ... (4, + 1).

Souéin vSech kladnych délitelii ¢isla 15 je 152. Kterd dalsi éisla maji tu vlastnost,
ze soucin vsech jejich kladnych déliteli je druhou mocninou uvazovaného ¢isla?
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D3. Vyjadfete soucet a soucin vech kladnych déliteli ¢isla n = p®¢® co nejjednoduseji
pomoci prvocisel p, ¢ a nezapornych celych cisel a, .

D4. Pocet vsech sudych déliteli nékterého prirozeného cisla je o 3 vétsi nez pocet
vsech jeho lichych délitela. Jaky je podil souc¢tu vsSech jeho sudych déliteli
a souctu vsech jeho lichych délitelt? Najdéte vSsechny mozné odpovédi.

D5. Soucin vsech kladnych déliteldi pfirozeného éisla n je 20'°. Urcete n.

3. Na tabuli je nakreslena kruznice (bez stredu) a na ni tri rizné body A, B, C.
Mdame k dispozici kridu a trojuhelnik s ryskou bez meritka. Ten ndam umoznuje jen
vést primku libovolnymi dvéma body a k dané primce p vést kolmici danym bodem
(ne nutné leZicim na p). Popiste a zduvodnéte konstrukci stredu kruznice vepsané
trojuhelniku ABC'. (Ema Cudaiovd)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Co je to kruznice trojihelniku vepsana? Pripomente si, jak lze klasickymi pro-
stfedky (pravitkem a kruzitkem) sestrojit jeji stfed a pro¢ tato konstrukce fun-
guje.

N2. Pomoci prosttedki povolenych v soutézni tloze sestrojte rovnobézku k primce p
bodem X, ktery na p nelezi.

N3. Dokazte nasledujici tvrzeni: Osa vnitiniho thlu u vrcholu A trojihelniku ABC
protne kruznici jemu opsanou ve stredu jejiho oblouku BC' neobsahujiciho bod A.

D1. Dokazte nasledujici tvrzeni: Osa vnéjsiho thlu u vrcholu A trojuhelniku ABC
protne kruznici jemu opsanou ve stfedu jejtho oblouku BC' obsahujiciho bod A.

D2. K dané kruznici sestrojte stted pouze pomoci prostredk povolenych v soutézni
uloze.

D3. V roviné je dana kruznice k se stfedem S a polomérem 1. Pouze pomoci
prostiedki povolenych v soutézni tloze sestrojte tsecku o délce v/13.

D4. Mame pravitko bez méritka, které nam umoznuje vést primku dvéma danymi
body a sestrojit kolmici na danou pfimku jejim danym bodem. Zjistéte, zda
pomoci téchto operaci dokdzeme sestrojit kolmici na danou primku z daného
bodu lezicitho mimo tuto primku.

4. Redlna cisla x, y spliuji nerovnosti xy = x +y > 0. Jaké nejmensi hodnoty mize
nabyvat soucet x +y? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem (tzv. AG-
nerovnost) nezdpornych realnych cisel a, b

s vab

a urcete, kdy v ni nastava rovnost.
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N2.
N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

5. V konvexnim ctyrihelniku ABCD plati

Necht a, b jsou kladna redlnad ¢isla se souc¢inem 10. Urcete nejmensi moznou
hodnotu souctu a + b a zjistéte, pro jaka a, b se nabyva.

Necht redlna ¢isla a, b a konstanta K spliuji a +b = K. V zavislosti na K urcete
nejvetsi moznou hodnotu soucinu ab a zjistéte, pro jaka a, b se nabyva.

Pro libovoln4 ¢isla a, b z intervalu (1, 4+00) plati nerovnost

(> +1)(b*+1) — (a—1)*(b—1)* 2 4.

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.
Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

2

V=s4+-—ro
SRRl

kde x je libovolné realné cislo. Pro ktera x vyraz V' této hodnoty nabyva?
Urcete vsechny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

oo (G)2(Ge)

Najdéte nejmensi redlné &islo k takové, aby nerovnost k(a?+b?) = (a +b)? +ab
platila pro vsechny dvojice kladnych redlnych ¢isel a, b.

JABC| = |<ADC| a |<BCD| = 3|<BAD|.

Body P a Q lezi po Tadé na useckich AB a AD tak, Ze APCQ je rovnobéeznik. Necht O
je stred kruznice opsané trojihelniku C PQ. Dokazte, Ze AO 1. BD. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Uvnitt trojihelniku ABC' je dan bod P tak, ze plati |<cABP| = 30°, |<<PBC| =
= 40°, |<BCP| = 20° a |<PCA| = 30°. Ukazte, 7e piimka AP je kolma
k ptimce BC.

V trojuhelniku ABC oznac¢me M, N a P po tadé stredy stran BC', CA a AB.
Dokazte, ze prusecik vysek trojuhelniku MNP je soucasné stiedem kruznice
opsané trojiuhelniku ABC.

Uhlopiicky lichobézniku ABC'D se protinaji v bodé P a jejich osy se protinaji
v bodé M. Predpokladejme, ze M lezi na zdkladné AB. Dokazte, ze primka M P
je osou thlu CMD.

V rovnobézniku ABC'D plati, ze osa thlu ABC' prochazi stiredem L strany C'D.
Dokazte, ze AL 1 BL.

V trojuhelniku ABC' narysujeme osu vnittniho tthlu u vrcholu A a jeji prusecik se
stranou BC' ozna¢ime D. Na strané AB najdeme takovy bod M, ze M D || AC.
Dokazte, ze pak tusecky AM a DM maji stejnou délku.

Necht ABC' je ostroihly trojuhelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvniti stran AB
a AC' lezi po fadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F
takovy bod, ze ABFC' je rovnobéznik. Dokazte, ze |F D| = |FE]|.
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6. Hraci plan na obrazku vlevo se sklidd z 61 pravidelnych Sestithelniki se stranou
délky 1.* Na kazdém jeho policku miize stdt nejuijse jeden jezdec. Dva jezdci se ohrozuji
prave tehdy, kdyz stoji na polickdch se stredy vzddlengmi presné 3 (policka ohroZend
jezdcem jsou na obrdzku vpravo vybarvend). Kolik nejvjse jezdci mizZeme umistit na
tento plan tak, aby se Zadni dva neohrozZovali?

(Jozef Rajnik)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Vyjadrete obecné vzdéalenost stiedit dvou policek na stejném radku hraciho planu
a vyvodte z vysledku, zZe jsou to neceld (dokonce iraciondlni) ¢isla.

N2. Jezdec stoji na stfedovém policku hraciho planu. Na kterd policka dokaze doska-
kat konecnym poctem skokt? Jak tomu bude v pripadé, ze jezdec stoji v pravém
hornim rohu?

N3. Dokazte, ze na Ssachovnici 8 x 8 lze umistit nejvyse 16 krala tak, aby se navzajem
neohrozovali.

D1. Figurka strelce ohrozuje na sachovnici libovolné pole diagondly, na niz stielec
stoji. Pokud ovsem na nékterém poli diagondly stoji véz, stfelec uz pole za ni
neohrozuje. Urcete nejvétsi mozny pocet stielcii, které mizeme spolu se ¢tyrmi
vézemi umistit na Sachovnici 8 x 8 tak, aby se strelci navzadjem neohrozovali.

D2. Jaky nejvétsi pocet strelcti lze umistit na bila pole Sachovnice 8 x 8 tak, aby se
navzajem neohrozovali?

D3. Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod 2 x 3. Mizeme se
zeptat na libovolné policko desky, a pokud lod zasahneme, hra konci. Pokud ne,
ptame se znovu. Urcete nejmensi pocet otazek, které pottebujeme, abychom jisté
lod zasahli.

D4. Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyt poli desky je vytvorena jedna lod tvaru
L-tetromina. Mtizeme se zeptat na libovolné pole desky a pokud lod zasdhneme,
hra konci. a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci dotdzat, abychom méli jistotu
zasahu lodé. b) Zduvodnéte, ze sedm otézek obecné takovou jistotu nedava.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na
né.

* Hrac{ pldny najdete na https://www.matematickaolympiada.cz/media/3855053/hrplany_b6.pdf
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1. KaZdé hrané ctyrsténu priradime jedno redlné cislo tak, aby kaZda stena meéla stejny
soucet cisel svych tri hran. Kolik nejvyse z Sesti cisel prirazenych hrandm miZe byt
navzdjem ruznych? (Méria Doméanyova)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Uvazme c¢tyti cisla takova, ze kazda tii maji stejny soucet. Ukazte, ze pak musi
byt vsechna stejnd. [Ozna¢me cisla 1,29, 23,24 a jejich soucet S. Pak plati
S—wx1 =29+ 2x3+24 =121+ 29+ 123 =5 — x4, porovnanim krajnich vyrazi
dostaneme 1 = x4, podobné pro ostatni dvojice. Soucet S neni tieba zavadét,
jelikoz z 1 4+ x9 + x3 = 9 + w3 + 14 dostavame ihned xy = x4 a analogicky pro
zbylé dvojice. Zde se jednd jen o kosmeticky rozdil, ale v nékterych obtiznéjsich
ulohach miize oznaceni vhodného symetrického vyrazu vnést do feseni systém
a ukézat spravnou cestu k cili.]

Pét cisel je napsanych po obvodu kruhu tak, ze kazda tii sousedni maji stejny
soucet. Ukazte, ze pak musi byt vSechna stejnd. [Oznacme ¢isla 27 az s,
spolec¢nou hodnotu souctii sousednich trojic T" a soucet vSech péti cisel S. Pak
plati

QT:(ZL’l +ZE2—|—ZL‘3)+(Z’4+J}5—|—ZL’1):S+1’1,
2T:(172+ZE3+LL‘4)+($5+CL’1+1‘2)=S+l’2

a podobné (posunem zacatku séitani kolem kruhu) pro ostatni tii ¢isla. Porov-
nanim snadno dostaneme pozadovanou rovnost.]

Sest ¢isel je napsanych po obvodu kruhu tak, Ze kazda tii sousedni maji stejny
soucet. Kolik nejvyse z nich muze byt rtuznych? [Tri. Opét oznacime ¢isla xq
az xg v poradi okolo kruhu. Pak z; + 29 + 3 = x9 + 23 + x4, 7z Cehoz
plyne 1 = x4 a analogicky dostaneme rovnosti zo = x5 a r3 = xg. Dalsimi
kombinacemi zadanych podminek/rovnic uz vice informaci nedostaneme, napft.
sestice (1,2,3,1,2,3) spliuje zadané podminky, tedy tfi rizna ¢isla mohou byt.
(Dokonce vyhovuje kazda Sestice tvaru (a,b,c,a,b,c)).]

Kazdé sténé krychle priradime realné cislo tak, aby vSechny vrcholy krychle mély
stejny soucet ¢isel na trech prilehlych sténach. Kolik ze Sesti ¢isel pritazenych
sténdm muze byt navzdjem ruznych? [Jedno, dvé nebo tfi. Pohledem na dva
sousedni vrcholy krychle dostaneme, ze na protéjSich sténach krychle musi byt
stejna cisla. Naopak, pokud na horni a dolni sténé bude ¢islo a, na levé a pravé b
a na predni a zadni ¢, pak u kazdého vrcholu bude soucet a + b + c. Z cisel a, b,
¢ tedy mohou byt pravé jedno az tfi navzajem rizna.]

Pro realna cisla a, b, ¢, d plati

1 1 1 1
a+b+c+d=0 a —+-+-4+-=-=0.
a b ¢ d

Kolik z rovnosti ab = cd, ac = bd, ad = bc mtze soucasné platit? Urcete vSechny
takové pocty. [A 74 1V 1]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3820843/a74iv.pdf#page=3
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2. Zdpis prirozeného cisla v desitkové soustavé konci dvojcislim 90. Dokazte, Ze soucin
vsech jeho kladnych délitelu je druhou mocninou prirozeného cisla. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Kterd z &isel 219 . 74 .9, 33 . 116,253 64 - 75 jsou druhymi (nebo vé&tsimi)
mocninami celych ¢isel? [Prirozené ¢islo je k-tou mocninou, pravé kdyz vSechny
exponenty prvocisel v jeho prvociselném rozkladu jsou nasobky k. Konkrétné:
210.74.9 = 210.74.32 = (25.72. 3)2 je druh4, ale Zddn4 v&tsi mocnina, 33 - 116
je (pouze) tfeti mocninou, 253 = 55 je Sestou (a tedy i druhou a t¥et{) mocninou
a 32+ 125 = 2° - 5% neni druhou nebo vétsi celoéiselnou mocninou.

Urcete pocet kladnych délitelt cisla 90. [Cislo 90 rozlozime na prvocinitele
90 = 2 - 3% - 5. Vybérem téchto prvodisel se stejnymi nebo nizsimi (i nulovymi)
exponenty poskladame vsechny kladné délitele 1,2,3,5,6,9, 10, 15, 18, 30, 45, 90.
Je jich tedy 12.]

Ukazte, ze pokud je n ¢tvrtou mocninou prirozeného cisla, pak soucin kladnych
délitelti ¢isla n je druhou mocninou piirozeného éisla. [Reseni této tilohy najdete
v komentarich, které budou zverejnény na strankach MO po terminu odevzdani
tloh doméciho kola.]

Zobecnéte tlohu N2 — dokazte, ze pocet kladnych délitel ¢isla s prvociselnym
rozkladem n = p{* - ... p%m je roven (a1 + 1) ... (ay, +1). [Prvociselny rozklad
libovolného délitele n obsahuje stejna prvocisla jako n se stejnymi nebo nizsimi
(pifpadné nulovymi, pfipometime konvenci [ = 1 pro kazdé | # 0) exponenty nez
maji prislusna prvocisla v rozkladu n. Uréeni téchto mocnin jednoznacné urcuje
délitele a riizné volby mocnin davaji rizné délitele. Jelikoz u prvocisla p; mame
na vybér exponenty 0,1,...,q; (tedy «; + 1 moznosti) a exponenty u riznych
prvocisel muzeme volit nezavisle (tzn. méame k dispozici vSechny kombinace), je
pocet délitela skuteéné roven uvedenému soudinu.|

Sou¢in vSech kladnych délitelii ¢isla 15 je 152. Kterd dalsi éisla maji tu vlastnost,
ze soucin vsech jejich kladnych délitelt je druhou mocninou uvazovaného ¢isla?
[Vyhovuji ¢isla 1, pg a p® pro p, ¢ libovolna riizna prvoéisla. Uvazme libovolné
prirozené ¢islo n, které ma v prvociselném rozkladu alespon tii prvocisla py, ps
a ps v (kladnych) mocnindch aq, ag a asz, tedy n = p'py?ps*m, pro néjaké
pfirozené ¢&islo m. Pak p; déli n? v mocniné 2a;. V soudinu vech kladnych
délitelt n se vyskytuje s exponentem alespon

(012 + 1)(&3 + 1)&1 2 4oy > 201,

protoze vSechna cisla tvaru pi'd, kde d je kladny délitel p5?ps?, jsou kladnymi
déliteli n a z tlohy D1 vime, ze takovych déliteli d je (a4 1)(as+1). Takova n
tedy podmince nevyhovuji. Analogicky rozebereme pripady, kdy n je délitelné
pravé dvéma prvocisly (vyjde, ze obé musi byt v rozkladu n v prvnich mocninéch,

stejné jako u ¢isla 15). Pokud n = p® je mocninou prvocisla, jeho kladni délitelé
a(a+1)

jsou ¢isla 1,p,p?, ..., p%. Jejich soucin je roven p— 2 a jeho druhd mocnina je
rovna p?®. Porovnanim exponentii dostdvame o = 0 (pak n = 1) nebo a = 3
(pak n = p?) |


https://www.matematickaolympiada.cz/mo-pro-ss/rocnik/75-rocnik
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D3.

DA4.

D5.

Vyjadiete soucet a soucin viech kladnych délitelt ¢isla n = p®¢” co nejjednoduseji
pomoci prvodcisel p, ¢ a nezapornych celych ¢isel «, 5. [Uvazme soucin

P +p )+ ).

Vsimnéme si, ze pokud bychom jej roznasobili, dostali bychom pravé soucet vsech
délitelt n. S pomoci zndmého vzorce pro rozklad vyrazu pro A™ — B™ muzeme
jesté vysledek zapsat v uzavieném tvaru jako

(P = D™ - 1)
(p—=1)¢—1)

Hledejme nyni vyraz pro souc¢in vsech déliteli n. S jakou mocninou se v ném
vyskytuje p? Libovolny délitel ¢® miizeme vynasobit mocninou p (s exponentem
mezi nulou a «) a ziskdme tak kazdy délitel n. Mocnina p v soucinu vsech
kladnych délitelt n je tedy rovna (1 + ...+ a)krat pocet délitelit &isla ¢, tedy

%. Analogicky vyjadiime exponent u ¢ a cely hledany soucin jako

ale+1)(B+1)  Blat+D)(B+1) (a+1D)(B+1)
2 2 2

p q =n

K témuz vysledku dochézi jinou cestou i feSeni soutézni tulohy, i kdyz jen pro n,
ktera nejsou druhou mocninou. Stoji za povSimnuti, ze vzorec zustava v platnosti
i v tomto pripadé.]

Pocet vsech sudych délitelti nékterého prirozeného ¢isla je o 3 vétsi nez pocet
vsech jeho lichych délitela. Jaky je podil souc¢tu vsSech jeho sudych déliteli
a souctu vsech jeho lichych déliteli? Najdéte vsechny mozné odpovédi. [B-65-1-4]

Soucin vsech kladnych délitelt pfirozeného ¢isla n je 201°. Urcete n. [B-64-11-1]

3. Na tabuli je nakreslena kruznice (bez stredu) a na ni tri rizné body A, B, C.
Mdme k dispozici kridu a trojuhelnik s ryskou bez meritka. Ten nam umoznuje jen
vést primku ltbovolnymi dvéma body a k dané primce p vést kolmici danym bodem

(ne nutné leZicim na p). Popiste a zduvodnéte konstrukci stredu kruZnice vepsané
trojuhelniku ABC'. (Ema Cudaiova)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

Co je to kruznice trojuhelniku vepsana? Pripomente si, jak lze klasickymi pro-
stredky (pravitkem a kruzitkem) sestrojit jeji stied a pro¢ tato konstrukece fun-
guje. [Je to kruznice dotykajici se vSech t¥i stran trojihelnika, jeji stfed mé proto
od vSech stejnou vzdalenost. Mnozinou bodu se stejnou vzdélenosti od primek
AB a AC (ptipomenme, ze vzdalenosti bodu X od piimky p myslime vzdalenost
bodu X od paty kolmice z X k p) je sjednoceni os vnitintho a vnéjstho thlu
BAC. Prusecik os vnitrnich thlt BAC a ABC ma ziejmé stejnou vzdalenost od
vSech ti1 stran (jakozto primek). Navic lezi uvniti trojuhelniku, takze musi lezet
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i na ose vnitrniho uhlu ACB. Vsechny t¥i osy vnitinich hla trojuhelniku (je-
jichz konstrukee je standardni) se tedy protinaji v jediném bodé, ktery je stfedem
kruznice vepsané.*|

N2. Pomoci prostfedkt povolenych v soutézni tloze sestrojte rovnobézku k primce p
bodem X, ktery na p nelezi. [Nejprve sestrojime kolmici ¢ k ptimce p prochazejici
bodem X. Poté sestrojime kolmici k pifimce ¢ prochazejici bodem X, ktera je
hledanou rovnobézkou. |

N3. Dokazte nésledujici tvrzeni: Osa vnitintho thlu u vrcholu A trojihelnitku ABC
protne kruznici jemu opsanou ve stfedu jejiho oblouku BC' neobsahujiciho bod A.
[Tvrzeni plyne piimo z véty o obvodovych thlech. K tomuto tématu doporucu-
jeme napf. studijni text https://olympiada.karlin.mff.cuni.cz/prednasky/
tkadlec.pdf.]

D1. Dokazte nasledujici tvrzeni: Osa vnéjsiho thlu u vrcholu A trojuhelniku ABC
protne kruznici jemu opsanou ve stfedu jejiho oblouku BC obsahujiciho bod A.
[Ozna¢me zkoumany prusecik X. Z ulohy N3 vime, Ze osa prislusného vnitiniho
thlu protne kruznici opsanou ve stfedu M jejtho oblouku BC' neobsahujiciho
bod A. Osa vnéjsitho ihlu je na ni kolma, z Thaletovy véty tedy plyne, ze
bod X tvori s bodem M pramér kruznice, zkoumany prisecik X je proto stredem
druhého oblouku BC']

D2. K dané kruznici sestrojte stfed pouze pomoci prostiedkii povolenych v soutézni
tloze. [Zvolme na kruznici k libovolné dva rizné body A a B. Bodem B vedme
kolmici p na primku AB. Prusecik primky p a kruznice k£ rtzny od bodu B
oznacime C. (Pokud takovy ndhodou neexistuje, polozime C' = B.) Konstrukei
zopakujeme pro jiné dva body A’, B’ (z nich sestrojime C”). Pruseéik primek AC
a A'C" oznacime S. Jelikoz thly ABC a A’B'C" jsou pravé, podle Thaletovy véty
jsou AC a A’C" pruméry kruznice k a proto je bod S hledanym stfedem. Dalsi
moznosti je sestrojit stfed jako prusecik os dvou rtznych tétiv dané kruznice
(konstrukce osy usecky je popsdna v FeSeni soutézni ulohy). Je ovSem tieba
zajistit, aby osy tétiv nesplynuly, napft. volbou dvou riznych tétiv se spole¢nym
krajnim bodem.|

D3. V roviné je dana kruznice k se stifedem S a polomérem 1. Pouze pomoci pro-
stiedkt povolenych v soutézni tloze sestrojte tsecku o délce v/13. [Protoze
13 = 22 + 32, podle Pythagorovy véty je /13 délka prepony pravothlého troj-
thelniku s odvésnami o délkach 2 a 3. Pro jeho konstrukci vedeme bodem S
poloptimku a a poloptimku b kolmou na a. Pruseciky poloptimek a, b s kruz-
nici k oznacime postupné Ay, By. Bod S zobrazime stfedové soumérné (navod je
uveden v zavéru feseni) podle bodu A; na bod As a nasledné bod A; zobrazime
podle bodu As na bod As. Podobné zobrazime bod S pres stted By na bod Bs.
Trojthelnik BySAs je pravouhly s délkami odvésen 2 a 3, tedy |AAs| = /13.
Obraz bodu X podle bodu Y (jakozto stifedu soumérnosti) sestrojime nésledovné:
Pomoci kolmic zkonstruujeme obdélnik XY ZW. Prusecik piimky XY a rovno-
bézky s jeho thloptickou WY vedené bodem Z je hledanym stfedovym obrazem.|

* Podobné se ukdze, Ze prusecik os dvou vnéjsich Ghlu leZi na ose vnitiniho thlu u zbylého vrcholu. Takto
sestrojené t¥i body jsou stiedy kruznic pripsangch, které se také dotykaji vSech tii stran trojihelniku (jakozto
piimek), lezi v8ak mimo trojihelnik.
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D4. Mame pravitko bez méritka, které nam umoznuje vést primku dvéma danymi

body a sestrojit kolmici na danou primku jejim danym bodem. Zjistéte, zda
pomoci téchto operaci dokdzeme sestrojit kolmici na danou primku z daného
bodu lezictho mimo tuto piimku. [KMS 2010/11, 2. zimna séria, tloha 7]

4. Redlna cisla x, y spliuji nerovnosti xy = x +y > 0. Jaké nejmensi hodnoty maize
nabyvat soucet x 4+ y? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Dokazte nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem (tzv. AG-
nerovnost) nezapornych realnych ¢isel a, b

a urcete, kdy v ni nastavd rovnost. [Diky nezdpornosti existuji ¢isla /a, Vb
a s jejich pomoci miizeme nerovnost ekvivalentné prepsat jako (v/a — v/b)? = 0.
Tato nerovnost ziejmé plati pro vSechny dvojice a,b = 0 a rovnost v ni nastava
pravé kdyz a = b.]

Necht a, b jsou kladna redlnad ¢isla se souc¢inem 10. Urcete nejmensi moznou
hodnotu souctu a + b a zjistéte, pro jaka a, b se nabyva. [Z AG-nerovnosti mame
a+b = 2vab = 2v/10 a rovnost se nabyva pravé pro a = b = v/10. Alternativné
miizeme dosadit b = % a hledat minimum m vyrazu

10
at+b=a+— =m.
a

Vynésobime obé strany posledni nerovnosti a a ziskanou ekvivalentni (zde vyu-
zivame, e a je kladné) nerovnost a? — am + 10 = 0, bud upravime na &tverec
a postupujeme jako v 2. feseni soutézni tlohy nebo, podobné jako ve 3. Teseni
soutézni tlohy, vyuzijeme toho, ze diskriminant trojélenu na levé strané (v pro-
ménné a) musi byt nekladny. Obéma zpiisoby dostaneme m? < 4 - 10 (a hledali
jsme nejvétst takové m, takze m = 2v/10) i podminku pro nabyvini minima
a=2 =110

Necht redlna ¢isla a, b a konstanta K spliuji a+b = K. V zavislosti na K urcete
nejvétsi moznou hodnotu soucinu ab a zjistéte, pro jaka a, b se nabyva. [Ukazeme
dvé Teseni, prvni zalozené na intuitivnim pozorovani, ze ¢im jsou ¢isla a, b dale

od sebe, tim mensi je jejich souc¢in. Ozna¢me d = a — % = % — b. Pak
K K K? K?
b=(—=—+d|[—=—-d)=— - < —
¢ ( > " ) ( 2 ) 1 =7
a rovnost nastava pro d = 0, neboli pro a = b = % Podobnym zptisobem

lze dokazat i AG-nerovnost. Alternativné muzeme dosadit b = K — a a hledat
maximum vyrazu ab = a(K — a) Gpravou na ¢tverec (jako v 2. feSeni soutézni
ulohy) nebo pomoci kvadratické funkce, a to bud oznac¢enim nezndmého maxima
a vyuzitim diskriminantu (jako v 3. feSeni soutézni tlohy), nebo si vSimneme, ze
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fla) = a(K — a) = —a® + Ka je kvadraticky trojélen se zdpornym vedoucim
koeficientem, takze ze symetrie paraboly nabyva maxima mezi kofeny, tedy
v hodnoté £ %]

D1. Pro libovoln4 ¢isla a, b z intervalu (1, 400) plati nerovnost
(@ +1)0*+1) = (a—1)*b—-1)* 2 4.

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [59-C-11-2]
D2. Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

2

Veg?q_—°-
SRRl

kde z je libovolné redlné cislo. Pro kterda x vyraz V této hodnoty nabyva?
[64-B-11-2]
D3. Urcete vsechny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

o (G)= ()
[63-B-1-2]

D4. Najdéte nejmensi realné ¢islo k takové, aby nerovnost k(a? +b?) = (a +b)% + ab
platila pro vSechny dvojice kladnych realnych ¢isel a, b. [70-B-11-1]

5. V konveznim ctyrihelniku ABCD plati |<xABC| = | ADC| a |<*BCD| = 3|<<BAD|.
Body P a Q lezi po Tadé na useckich AB a AD tak, Ze APCQ je rovnobéznik. Necht O
je stred kruznice opsané trojuhelniku C' PQ. Dokazte, Ze AO 1. BD. (Patrik Bak)

NAVODNE A DoOPLNUJiCi ULOHY:

N1. Uvnitf trojihelniku ABC' je dén bod P tak, ze plati | XABP| = 30°, |xPBC| =
= 40°, [4¥BCP| = 20° a |<PCA| = 30°. Ukazte, ze piimka AP je kolma
k pfimce BC'. [Dopoc¢itanim tihlu zjistime, ze pfimky BP a C'P jsou vysky, ptimka
AP tedy musi byt treti vyskou. Skutecné, pro prusecik () primky BP a strany
AC plati |[¥BQC| = 180° — (40° + 20° + 30°) = 90°, analogicky dopocitame, ze
piimka PC je kolmd k ptimce AB.]

N2. V trojuhelniku ABC ozna¢me M, N a P po tadé stredy stran BC, CA a AB.
Dokazte, ze prusecik vysek trojuhelniku MNP je soucasné stfedem kruznice
opsané trojihelniku ABC. [Osy stran trojuhelniku ABC' splyvaji s vyskami
v trojihelniku M N P.]

D1. Uhlopiicky lichobézniku ABCD se protinaji v bodé P a jejich osy se protinaji
v bodé M. Predpokladejme, ze M lezi na zédkladné AB. Dokazte, ze primka
M P je osou tthlu CM D. [Trojihelnik BM D je rovnoramenny se zakladnou BD,
takze plati |[SMDB| = |<MBD| = |<CDB], pficemz posledni rovnost plyne
z rovnobéznosti zékladen lichobézniku AB || CD. Tedy DP je osou vnitiniho

* PovSimnéte si, ze tvrzeni tloh N1 a N2 jsou si velmi blizké, ovSem s tim podstatnym rozdilem, ze v N1
musime predpokladat a, b, K > 0.
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thlu u vrcholu C' v trojuhelniku C'DM. Podobné ukazeme, ze ptimka C'P je osou
vnitiniho tthlu u vrcholu C. Bod P jakozto jejich prusecik je stfedem kruznice
vepsané trojihelniku C DM, a tedy ptimka M P je opravdu osou thlu CM D .*]

D2. V rovnobézniku ABC' D plati, ze osa thlu ABC' prochazi stredem L strany C'D.
Dokazte, ze AL 1. BL. [C-71-5-2]

D3. V trojuhelniku ABC narysujeme osu vnitiniho tthlu u vrcholu A a jeji priisecik se
stranou BC' ozna¢ime D. Na strané AB najdeme takovy bod M, ze M D || AC.
Dokazte, ze pak tsecky AM a DM maji stejnou délku. [Piimka AD je osou
thlu u vrcholu A, takze |CAD| = |[MAD|. Kromé toho uhly CAD a MDA
jsou stiidavé, protoze MD | AC. Trojihelnik AMD je tudiz rovnoramenny
a |[AM| = |DM]|.]

D4. Necht ABC' je ostrouhly trojuhelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvniti stran AB
a AC lezi po tadé body D a F tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F
takovy bod, ze ABFC je rovnobéznik. Dokazte, ze |FD| = |FE|. [B 71 1 2]

6. Hraci plan na obrazku vlevo se skladd z 61 pravidelnych Sestithelniki se stranou
délky 1. Na kaZdém jeho policku muZe stat nejvyse jeden jezdec. Dva jezdci se ohrozuji
prave tehdy, kdyz stoji na polickdch se stredy vzddalengmi presné 3 (policka ohroZend
jezdcem jsou na obrdzku vpravo vybarvend). Kolik nejvijse jezdci miuzeme umistit na
tento plan tak, aby se Zadni dva neohroZovali?

(Jozef Rajnik)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Vyjadrete obecné vzdéalenost stiedit dvou policek na stejném radku hraciho planu
a vyvodte z vysledku, ze jsou to neceld (dokonce iracionalni) ¢isla. [Jsou to sudé
nasobky délky vysky v rovnostranném trojuhelniku o strané jedna, neboli ¢isla
tvaru Qk\/Tg = /3k pro k celé nezdporné. Pfipomeneme ditkaz zndmého faktu
(v fesenich MO je tedy mozné jej pouzivat bez diitkazu), Ze v/3 je iracionalni
¢islo: pokud by § = /3 pro néjaka piirozens ¢sla p, ¢, tak umocnénim dostaneme
3¢%> = p?. Cislo p? obsahuje jakozto druhd mocnina ve svém prvoéiselném rozkladu
trojku v sudé (i nulové) mocniné, zatimco rozklad 3¢? obsahuje ze stejného
dtavodu lichy pocet trojek. Rovnost téchto ¢isel tedy neni mozné. |

N2. Jezdec stoji na sttedovém policku hraciho planu. Na ktera policka dokaze doské-
kat konecnym poctem skoku? Jak tomu bude v pripadé, ze jezdec stoji v pravém

* Jednd se o mirné preformulovanou tlohu z leto$niho doméciho kola C—75-1-5.
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N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

hornim rohu? [Pldn je mozné obarvit nékolika mélo barvami tak, Ze jezdec umis-
tény na policka jedné barvy se muze opakovanymi skoky na policka, ktera aktu-
alné ohrozuje, dostat pouze na policka stejné barvy. ReSeni této tlohy najdete
v komentarich, které budou zverejnény na strankach MO po terminu odevzdani
tloh doméciho kola.]

Dokazte, ze na Sachovnici 8 x 8 Ize umistit nejvyse 16 krala tak, aby se navzajem
neohrozovali. [Sachovnici rozdélime na 16 ¢tvercii 2 x 2, na kazdy z nich mtzeme
umistit nejvyse jednoho krale, proto je kralii nejvyse 16. Sestnact krald uz na
sachovnici umistit umime, napiiklad na ta pole, jejichz obé soutadnice jsou liché.|
Figurka strelce ohrozuje na Sachovnici libovolné pole diagondly, na niz stielec
stoji. Pokud ovsem na nékterém poli diagonaly stoji véz, stielec uz pole za ni
neohrozuje. Urcete nejvétsi mozny pocet strelcii, které mizeme spolu se ¢tyrmi
vézemi umistit na Sachovnici 8 x 8 tak, aby se stfelci navzajem neohrozovali.
[B-69-1-6]

Jaky nejvétsi pocet strelcti 1ze umistit na bila pole Sachovnice 8 x 8 tak, aby
se navzdjem neohrozovali? [Sedm. Na Sachovnici uvazujme diagonély rovnobézné
s bilou hlavni diagonalou. Vcetné ji je jich pravé 7. Na kazdou miizeme umistit
nejvyse jednoho stielce. Protoze kazdé bilé pole lezi na nékteré z téchto diagonal,
muizeme tak na Sachovnici umistit nejvyse 7 stielcti. Vyhovujici umisténi 7 strelci
muzeme vybrat napiiklad tak, ze budou v poctech 4 a 3 v krajnich sloupcich
sachovnice.]

Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod 2 x 3. Mizeme se
zeptat na libovolné policko desky, a pokud lod zasahneme, hra konc¢i. Pokud ne,
ptame se znovu. Urcete nejmensi pocet otazek, které pottebujeme, abychom jisté
lod zasahli. [58 B[ 4]

Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyt poli desky je vytvorena jedna lod tvaru
L-tetromina. Mtizeme se zeptat na libovolné pole desky a pokud lod zasdhneme,
hra konc¢i. a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci dotdzat, abychom méli jistotu
zasahu lodé. b) Zduavodnéte, ze sedm otdzek obecné takovou jistotu nedava.
[58-B-11-2]
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