75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

/7 7/

Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéZnich tloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Ostrov je rozdéleny na nekolik krdlovstvi. Uzemi kazdého krdlovstvi je “ u
\

........

nejuychodnéjsi a nejzapadnéjsi bod. Kazdy krdl dostal 4 vlajky s pismeny
S, J, V, Z, které umistil do téchto vyznamnich bodi svého krdlovstuvr.
(Napriklad u trojmezi t71 stati na obrdzku jsou takto zapichnuté 2 vlajky.)

Ve vnitrozemi je krtinec, kde se stykd 7 kralovstvi. Urcete vsechny mozné pocty vlajek
zapichnutych do krtince. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

Neni-li uvedeno jinak, predpokladame, ze kralovstvi ma tvar konvexniho mnoho-
thelniku.

Nacrtnéte konvexni mnohothelnik, ktery a) ma, b) nema praveé jeden nejvychod-
&3 bod.

Uvazujme v roviné body B a C' tak, ze bod C' se nachédzi severozapadné od
bodu B. Najdéte vSechny polohy bodu A, pro které mé trojuhelnik s vrcholy A,
B, C prave jeden nejvychodnéjsi bod, a to bod B.

Nacrtnéte kralovstvi, které ma v jednom ze svych vrchola 0, 1, 2, 3 nebo 4 vlajky,
nebo rozhodnéte, ze takové neexistuje.

Uvniti ostrova (jako ze zadéni soutézni ulohy) je bod X, ve kterém se stykaji
ti kralovstvi a jsou v ném zapichnuty pravé dvé vlajky. Jaké vSechny kombinace
pismen se na nich mohou objevit?

Ukazte, ze pokud bychom v soutézni tiloze uvazovali nekonvexni kralovstvi, mohlo
by se stat, ze v krtinci nebude zapichnuta zadné vlajka.

Uvniti konvexniho desetithelniku A;As ... Ajp je dan bod P, ktery nelezi na
zaddné uhlopricce. Dokazte, ze nékteré dvé z polopiimek AP, AsP,..., AP
protinaji stejnou stranu desetitthelniku.
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2. Necht p, q jsou redlnd cisla takovd, Ze rovnici

22 — 1| = pr +¢

s nezndmou x vyhovuji prave 4 navzdjem ruznd redlnd cisla.

a) Urcete vsechny mozné hodnoty souctu téchto 4 cisel.
b) Dokazte, Ze soucin téchto 4 cisel lezi v intervalu (—3,1). (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

N1.
N2.
N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Najdéte vechna feseni rovnice |22 — 1| = z + 1.

Urcete pocet FeSeni rovnice |z — 2| = ax pro redlny parametr a.

Pfipomeiite si Vietovy vztahy: Uvazujme kvadratickou rovnici 2% + pz + ¢ = 0
s redlnymi parametry p, ¢, kterd ma dva rizné realné koreny. Vyjadiete jejich
soucet a soucin pomoci koeficient.

Uvazujme dvé rovnice 22+ 2px+2¢? = 4, 22 —2qx+2p? = 4 s redlnymi parametry
p a q. Predpokladejme, Ze prvni ma 2 rizné realné koreny x1, xo, druha dva rizné
realné koteny x3, x4. Uréete viechny mozné hodnoty =% + 23 + 23 + 3.

Urcete pocet redlnych kofenit rovnice 22 + 4 = alz| v zdvislosti na redlném
parametru a.

Urcete pocet redlnych kofent rovnice x - |z + 6A| = 36 v zavislosti na redlném
parametru A.

Urcete vSechny hodnoty redlného parametru p tak, aby rovnice

2017-[1-[1 = |1 = z||= 20162 + p

meéla pravé tii feseni v oboru redlnych ¢isel.

3. Jozef md hlavolam, ktery se sklddd ze tri vodorovnych tyci a zn = 2
ruzne velkych kotoucu serazenych na prvni tyci podle wvelikosti, viz

obrizek. V jednom tahu Jozef vysune z libovolné tyce krajni kotouc

(zleva nebo zprava) a nasune jej na jinou tyc ze stejné strany.

Hlavolam je vyreseny, pokud se vsechny kotouce nachdzi na druhé tyci

serazené stejné jako na zacatku. V zavislosti na m urcete nejmensi
mozny pocet tahi, ktery je potreba na vyreseni hlavolamu. (Jozef Rajnik)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

Uvazujme obdélnikovy hraci plan 4 x 2 a na ném 4 zetony ocislované 1, 2, 3, 4
a rozmisténé jako na obrazku vlevo. V jednom tahu lze presunout jeden zeton
z jeho policka na policko sousedici stranou. Nejméné kolika tahy lze z ptivodniho
rozestaveni ziskat rozestaveni na obrazku vpravo? Na jednom policku se muze
nachéazet i vice nez jeden Zeton.

0P@® 0e@@
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N2. Vyfteste predchozi ulohu za predpokladu, Ze na jednom policku se najednou
nemiize nachazet vice nez jeden Zeton.

N3. Dokazte, ze pro n = 3 nelze hlavolam ze soutézniho tlohy vyfesit na 3 tahy.

D1. Vyteste tlohu N2 obecné pro herni plan 2n x 2 a 2n zetonu ve spodnim radku,
kde n je kladné celé ¢islo.

D2. Uvazujme stejny hlavolam jako v soutézni tloze s dodatecnymi omezenimi:
kotouce lze vysouvat a nasouvat jen zleva a v kazdém okamziku musi byt kotouce
na kazdé tyc¢i usporadany vzestupné podle velikosti zleva doprava. Jedna se
vlastné o hlavolam znamy pod nazvem Hanojské véze. V zavislosti na kladném
celém cisle n urcete nejmensi pocet tahti nutnych k vyreseni tohoto hlavolamu.

D3. Uvazujme modifikaci Hanojskych vézi, kde je zakazano presouvat kotouce mezi
prvni a treti tyci. Kolik nejméné tahti potfebujeme k presunu vsSech kotouci na
treti tyc?

D4. V kruhu je 100 zelenych mimozemstanti, kazdy z nich méa 100 tablet. V ramci
jednoho tahu libovolny mimozemstan vezme nékolik svych tabletd a rozdéli je
mezi ostatni mimozemstany (ne nutné rovnomérné a ne nutné mezi vsechny). Po
jakém nejmensim poctu tahtt mohou mimozemstané docilit, aby zadni dva z nich
neméli stejny pocet tableta?

D5. Uvazujme Sachovnici rozméra 8 x 8. Na kazdém z osmi policek v prvni radé je
bild dama a na kazdém z osmi policek v osmé fadé je cerna dama. V jednom tahu
muzeme pohnout libovolnou damou podle sachovych pravidel (tedy vodorovné,
svisle nebo diagonalné) na volné policko. Tyto tahy opakujeme tak, aby se barvy
pohybujicich se dam stridaly. Urcete nejmensi pocet tahi, po kterém budou
v prvni fadé vsechny ¢erné a v osmé fadé vsechny bilé damy.

4. Jsou ddna nesoudélnd prirozend ¢isla a a b takovd, Ze i ¢isla a®> — 1 a b — 1 jsou
nesoudélnd. Dokazte, Ze ¢isla a®> — b a b* — a jsou rovnéZ nesoudélnd. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Jsou dana prirozena Cisla a, b. Dokazte, ze pokud existuje prvocislo p takové, ze
pla+6ap|b—3, tak p|a+ 2b.

N2. Které z nasledujicich dvojic ¢isel jsou nesoudélné pro vSechny dvojice nesoudél-
nych celych éisel a, b? a) a, a+0b, b) a+b, ab, ¢) a®> +b%, ab, d) a+b, a—b, e) a?,
(a+1)5.

D1. Dokazte, ze pro kazdé celé ¢islo n je zlomek

2In+4
14n + 3

v zakladnim tvaru. (IMO 1959, tloha 1)

D2. Necht a, b, ¢, n jsou kladna celd ¢isla takova, Ze jsou splnény nasledujici podminky:
a) ¢isla a, b, ¢, a+b+c jsou po dvou nesoudélnd; b) ¢islo (a + b+ ¢)(a + b)(b+ ¢)
(¢ + a)(ab+ bc + ca) je n-tou mocninou celého ¢isla. Dokazte, Ze soucin abc lze
zapsat jako rozdil dvou n-tych mocnin celych ¢isel.
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5. Uvnitr ostrouhlého trojiuhelniku ABC' je ddn bod R. Na strandch AB a BC' leZi po radé
body P a @ tak, Ze obvod trojuhelniku PQR je nejmensi mozny. Podobné na strandch
BC a AC lezi po tade body S a T tak, Ze obvod trojuhelniku RST je nejmensi mozny.
Primky PQ a ST se protinaji v bodé K. Dokazte, Ze pokud plati | < BAK| = |<CAR)|,
pak trojiuhelniky PQR a RST maji stejnyg obvod. (Michal Pecho)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. V roviné je dana primka ¢ a dva body A, B lezici ve stejné poloroviné urcené
primkou ¢. Najdéte bod X leZici na piimce ¢, pro ktery je hodnota |AX |+ | X B|
co nejmensi.

N2. Uvazujme obdélnik ABC'D. Oznacme M stred strany BC. Uvnitt trojuhelniku
ABD je dan bod G. a) Urcete bod P strany AD, pro ktery je délka lomené Cary
G PM minimélni. b) Urcete body P strany AD a @ strany C'D, pro které je délka
lomené ¢ary GPQM minim&lni.

N3. Uvnitt ostrého thlu XOY je dan bod A. Najdéte body M a N lezici po fadé na
poloprimkach OY a OX, pro které je obvod trojtihelniku AM N minimalni.

D1. Je dan thel XOY, jehoz velikost je mensi nez 45°, a bod A na poloprimce
OX. Najdéte body M a N poloptimek po radé OY, OX pro které je soucet
|AM| + |M N| nejmens.

D2. Je dan konvexni tthel XOY a jeho vnitini bod M. Najdéte body A, B po radé
poloptimek OX, OY, pricemz |OA| = |OB|, pro které je soucet |MA| + |M B|
nejmensi.

D3. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC'. Pro kazdy jeho vnitini bod X ozna¢me X,,
Xp, X, jeho obrazy v osovych soumérnostech postupné podle pirimek BC, C'A,
AB. Dokazte, ze vsechny trojuhelniky X,X;X. maji spolecny bod.

6. Na tabuli jsou napsdna 4 prirozend c¢isla. Zirafa vykondvd ndsledujici kroky: pokazdé
st vybere jedno z cisel na tabuli, smazZe ho a misto nej napise jeho druhou mocninu.
Mize vidy Zirafa po konecné mnoha krocich dosdihnout toho, aby rozdil nekterych dvou
c¢isel na tabuli byl ndsobkem 977 (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

Pred tesenim této tlohy vam doporucujeme seznamit se s kongruencemi. Zapis
a=0b (mod d) vyjadiuje, ze celd ¢isla a, b ddvaji stejny zbytek po déleni klad-
nym celym é&slem d. Cteme jej a je kongruentni s b modulo d. Pro hlubsi sezné-
meni s kongruencemi vyborné poslouzi brozurka Aloise Apfelbecka Kongruence
z edice Skola mladijch matematikii.

N1. Vyzkousejte si soutézni tlohu pro mensi ¢isla nez 97, naptiklad pro 5 a 7.

N2. Necht p je prvocislo a a celé ¢islo, které neni délitelné cislem p. Ukazte, zZe
vezmeme-li vSechny nenulové zbytky 1,2, ..., p—1 po déleni ¢islem p, vynasobime
je ¢islem a a nasledné opét vezmeme zbytky po déleni ¢islem p, dostaneme stejnou
mnozinu zbytkl jako na zacatku.


https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403650
https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403423
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N3.

N4.

Nb5.

NG6.
D1.

D2.

D3.

D4.

Necht p je prvocéislo a a celé ¢islo, které neni délitelné ¢islem p. Ukazte, Ze existuje
prave jeden zbytek b, pro ktery platia-b =1 (mod p). (Takovy prvek b se nazyva
inverzni prvek k a modulo p a oznaéujeme jej a=!).

Dokazte malou Fermatovu vétu: Necht p je prvocislo a a celé ¢islo, které neni
délitelné éislem p. Potom p déli &slo aP~1 — 1.

Necht p je prvocislo a a, b, ¢ jsou cela ¢isla, pricemz p nedéli a. Dokazte,
7e podminka p | az? + bz + ¢ je splnéna nejvyse pro dvé rfizné hodnoty
xe€{0,1,2,...,p—1}.

Dokazte, Ze ¢islo 22925 — 8 je délitelné 56.

Necht p je liché prvoéislo. Cislo a € {1,2,...,p— 1} nazyvame kvadraticky zbytek
modulo p, pokud existuje celé &islo z, pro které plati 2 = a  (mod p). Dokaite,
ze v mnoziné {1,2,...,p — 1} je stejné mnoho kvadratickych zbytki modulo p
jako ¢isel, kterd nejsou kvadratickym zbytkem modulo p.

Dokazte jednu ¢ast Wilsonovy véty: pokud p je prvodislo, pak (p — 1)! = —1
(mod p).

Dokazte, ze kazda nekone¢na posloupnost (ag, aj,as,...) celych ¢isel takova, ze

plati ag = 1 a a,41 € {2022a,, — 1,2022a,, + 1} pro vSechny indexy n, obsahuje
nekoneé¢né mnoho slozenych ¢isel.

Uvazujme posloupnost aq, ag, . . . definovanou vztahem a,, = 2™ + 3" 46" — 1 pro
n = 1,2,... Urcete vsechna kladna cela cisla, ktera jsou nesoudélna s kazdym
clenem této posloupnosti.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.



75. ROCNIK MO (2025/2026) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE A

......

1. Ostrov je rozdéleny na nékolik krdlovstvi. Uzemi kazdého krdlovstvl je “ u
\

nejuychodnéjsi a nejzapadnéjsi bod. Kazdy krdl dostal 4 vilajky s pismeny

S, J, V, Z, které umistil do téchto vijznamnych bodi svého krdlovstui.

(Napriklad u trojmezi tri stdti na obrdzku jsou takto zapichnuté 2 vlajky.)

Ve vnitrozemi je krtinec, kde se stykd 7 krdlovstvi. Urcete vsechny mozné pocty vlajek
zapichnutych do krtince. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

Neni-li uvedeno jinak, predpokladame, ze kralovstvi ma tvar konvexniho mnoho-
thelniku.

Nacrtnéte konvexni mnohotihelnik, ktery a) ma, b) nema pravé jeden nejvychod-
néjsi bod. [Konvexni mnohotihelnik ma vice nejvychodnéjsich boda pravé tehdy,
pokud néktera jeho strana je rovnobézna s osou y a cely mnohothelnik se nachazi
zépadné od ni.]

Uvazujme v roviné body B a C tak, ze bod C' se nachéazi severozapadné od
bodu B. Najdéte vSechny polohy bodu A, pro které ma trojuhelnik s vrcholy A,
B, C pravé jeden nejvychodnéjsi bod, a to bod B. [Vyhovuji pravé vsechny body,
které se nachazeji zapadné od poledniku prochézejiciho bodem B a zaroven nelezi
na piimce BC. Pod polednikem myslime ptimku ze severu na jih.]

Nacrtnéte kralovstvi, které ma v jednom ze svych vrcholi 0, 1, 2, 3 nebo 4
vlajky, nebo rozhodnéte, ze takové neexistuje. [Dany vrchol nemtize byt soucasné
nejjiznéjsim a nejsevernéjsim bodem kralovstvi. Podobné nemtze byt soucasné
nejvychodnéjsim a nejzapadnéjsim bodem kralovstvi. Mozné pocty jsou tak jen
0, 1, 2 a snadno se ovéfi, ze vSechny vyhovuji.]

Uvniti ostrova (jako ze zadéni soutézni ulohy) je bod X, ve kterém se stykaji
tri kralovstvi a jsou v ném zapichnuty pravé dvé vlajky. Jaké vsechny kombinace
pismen se na nich mohou objevit? [SV, SZ, JV, JZ. Uvazujme polednik proché-
zejici bodem X. Ani jedna strana ani jednoho kralovstvi nelezi na poledniku,
protoze by neexistoval pravé jeden nejzapadnéjsi nebo nejvychodnéjsi bod. Také
se nemuze stat, ze vSechny t¥i hranice budou na jedné strané od poledniku, nebot
by vzniklo nekonvexni kralovstvi. Proto na jedné strané od poledniku musi byt
jedna hranice a na druhé dvé hranice — na této strané bude i vlajka V nebo Z.
V bodé X tak musi byt zapichnuta prave jedna z vlajek V, Z a analogicky i pravé
jedna z vlajek S, J. To ndm déva 4 moznosti, jak jsme uvedli na zacatku.]
Ukazte, ze pokud bychom v soutézni tiloze uvazovali nekonvexni kralovstvi, mohlo
by se stét, Ze v krtinci nebude zapichnuta Zadna vlajka. [Kazdé ze 7 kralovstvi
muze byt nekonvexni mnohotihelnik tvaru spiraly, ktery ma jeden vrchol v krtinci
a pak se obtac¢i kolem néj. Takto lze zajistit, ze kazdy mnohothelnik bude
mit alespon jeden sviij bod severné, jizné, vychodné i zapadné od krtince. To
znamend, ze v krtinci nebude ani jedna vlajka.|

Uvniti konvexniho desetitihelniku A;As ... Ajg je dan bod P, ktery nelezi na
zadné tuhlopricce. Dokazte, ze nékteré dvé z poloprimek AP, AsP, ..., AP
protinaji stejnou stranu desetithelniku. [Uvazujme hlavni uhlopficku A; Ag. Ta
rozdéli desetithelnik na dvé ¢asti a bod P lezi uvnitt jedné z nich. Bez Gjmy
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na obecnosti af lezi uvnitt Sestithelniku Ay Ag A7 AgAgAqg. Potom 6 poloprimek
AP, AP, ..., AgP vstoupi do Sestithelniku pres stranu A;Ag a opusti tento
Sestithelnik pres zbyvajicich 5 stran, takze alespon dvé poloptimky opusti Sesti-
thelnik pres stejnou stranu. Tyto strany jsou zaroven strany ptivodniho desetii-
helniku, takze nékteré dvé poloptimky protnou stejnou stranu tohoto desetitihel-
niku. |

2. Necht p, q jsou redlnd cisla takovd, Ze rovnici

2?2 — 1| = pr +¢

s nezndmou x vyhovuji prave 4 navzdjem ruznd redlnd cisla.

a) Urcete vsechny mozné hodnoty souctu téchto 4 cisel.
b) Dokazte, Ze soucin téchto 4 cisel lezi v intervalu (—3,1). (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

Najdéte vSechna feseni rovnice |22 — 1| = z + 1. [2, 0 a —1. Rozebereme dva
pifpady. Pokud 22 = 1, pak |2% — 1| = 2% — 1 a Te$ime rovnici 22 — 2 — 2 = 0,
kterou lze upravit do tvaru (x 4+ 1)(z — 2) = 0. Ziskdme tak dva kofeny —1 a 2,
pro oba plati 22 = 1. Pokud 2? < 1, pak |2%2 — 1| = —2? + 1 a fesime rovnici
22+ = 0. Ziskdme dald{ kofen 0, pii¢em? pro tento kofen skuteéné plati 22 < 1,
a kofen —1, ktery nevyhovuje, protoze v tomto piipadé neplati 22 < 1. Takze
puvodni rovnice méa feseni 2, 0 a —1. Diky ekvivalentnim dpravam zkouska neni
nutna. |

Urcete pocet FeSeni rovnice |z — 2| = ax pro redlny parametr a. [Pokud x 2 2,
pak |z — 2| = z — 2, takze Tesime rovnici z — 2 = ax, které pro a # 1 vyhovuje
T = 1%@ M4 platit x = 2, coz je splnéno praveé pro 0 < a < 1. Pokud a = 1,
rovnice £ —2 = ax nemd feSeni. Nyni vyTesime piipad x < 2, kdy |z —2| =2 —«z,
takze fesime rovnici 2 — x = ax, které pro a # —1 vyhovuje z = % Ma platit
x < 2, coz je splnéno pravé pro a < —1 nebo a > 0. Pokud a = —1, pak rovnice
2 — x = ax nem4 TeSeni. Rovnice ze zaddni ma 2 feseni pro a € (0,1), 0 TeSeni
pro a € [—1,0) a 1 FeSeni pro zbyvajici hodnoty a.]

Pripomeiite si Vietovy vztahy: Uvazujme kvadratickou rovnici 22 4+ px + g = 0
s redlnymi parametry p, ¢, kterd ma dva ruzné realné koreny. Vyjadrete jejich
soucet a soucin pomoci koeficientti. [Pokud ma rovnice dva koteny 1 a o, pak
plati 22 + pr + q = (v — x1)(x — 22) = 2% — (21 + 22)x + 7179. TakZe soudet
kofenu spliuje x1 + x93 = —p a souéin korenu spliuje x1x2 = ¢.]

Uvazujme dvé rovnice 22+ 2pz+2¢% = 4, 22 —2qx+2p? = 4 s redlnymi parametry
p a q. Ptedpokladejme, Ze prvni ma 2 rizné realné koreny x1, x2, druha dva rizné
redlné kofeny z3, z4. Urcete vSechny mozné hodnoty =7 + 23 + 23 + 3. [Plati
22413 = (21 +29)? —22129. Z Victovych vztahll 71 + 29 = —2p a 2119 = 2¢° — 4.
Potom 22 + 23 = 4p? — 4¢® + 8. Podobné dostaneme 3 + 23 = 4¢* — 4p? + 8.
TakZe jedind moZnd hodnota souctu je x2 + 23 + 23 + x5 = 16. Jeji dosaZitelnost
snadno ovéfime pro p = q = 1.
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D2.

D3.

D4.

Urcete pocet redlnych kofentt rovnice x® + 4 = a|z| v zdvislosti na redlném
parametru a. [B-71 11 2]

Urcete pocet realnych korent rovnice x - |x + 6A| = 36 v zavislosti na redlném
parametru A. [B-71-1-4]

Urcete vsechny hodnoty realného parametru p tak, aby rovnice
2017-[1-[1 |1 = z||= 20162 + p

meéla pravé tii feseni v oboru redlnych ¢isel. [B-66-11-4]

3. Jozef ma hlavolam, ktery se skldadd ze tri vodorovnijch tycéi a zn = 2
ruzné velkych kotouctu serazenych mna proni tyci podle velikosti, viz

obrazek. V jednom tahu Jozef vysune z libovolné tyce krajni kotouc

(zleva nebo zprava) a nasune jej na jinou tyc ze stejné strany.

Hlavolam je vyreseny, pokud se vsechny kotouce nachdzi na druhé tyci

serazené stejné jako na zacatku. V zavislosti na m urcete nejmensi
mozny pocet tahi, ktery je potreba na vyreseni hlavolamu. (Jozef Rajnik)

NAVODNE A DOPLNUJicCI ULOHY:

NI.

N2.

Uvazujme obdélnikovy hraci plan 4 x 2 a na ném 4 zZetony ocislované 1, 2, 3, 4
a rozmisténé jako na obrazku vlevo. V jednom tahu lze presunout jeden zeton
z jeho policka na policko sousedici stranou. Nejméné kolika tahy lze z ptivodniho
rozestaveni ziskat rozestaveni na obrazku vpravo? Na jednom policku se muze
nachéazet i vice nez jeden Zeton.

0eP@® 0e@@

[Zeton 1 potiebujeme posunout o 3 policka doprava, k ¢emuz jsou potieba 3
tahy. Rovnéz na Zeton 4 potiebujeme alesponi 3 tahy. Zetony 2 a 3 potfebujeme
posunout o policko vedle, tedy na kazdy z nich potirebujeme alespon jeden tah.
Dohromady tedy potiebujeme alespon 3+ 1+ 1+ 3 = 8 tahti. Tohoto poc¢tu taht
lze zjevné dosdhnout. |

Vyfteste predchozi ilohu za predpokladu, Ze na jednom policku se najednou ne-
muze nachdzet vice nez jeden zeton. [Tahy rozdélime na vodorovné (zeton presou-
vame v ramci fadku) a svislé (v rdmci sloupce). Vodorovnych tahti potfebujeme
alespon 8 na zakladé tvah z predchoziho tkolu. Pokud dva zetony neprovedou
zadny svisly tah, tak jsou po celou dobu ve spodnim tadku, a tedy je neumime
vyménit. Proto nejvyse jeden Zeton provede 0 svislych taht. Kazdy ze zbyvaji-
cich zetonu musi provést svisly tah, dokonce alespon dva, jelikoz se musi vratit do
spodniho tadku. Tedy dohromady musi Zetony provést alespon 3 -2 = 6 svislych
tahti, coz celkové dava alespon 8 + 6 = 14 tahi. Za 14 taht umime hlavolam
vyTesit nasledovné: Nejdrive zetony 2, 3, 4 pfesuneme do horniho fadku (3 tahy).
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N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Potom presuneme Zeton 1 zcela doprava (3 tahy). Pfesuneme zeton 2 dola a do-
prava (2 tahy). Zeton 3 piesuneme vlevo, dolii (2 tahy) a zeton 4 vlevo, vlevo,
vlevo, doli (4 tahy).]

Dokazte, ze pro n = 3 nelze hlavolam ze soutézniho ulohy vyfesit na 3 tahy.
[Kazdy kotou¢ musime presunout alesponi jednou, ¢ili pii tfech tazich musi
byt kazdy kotou¢ presunut pravé jednou. Proto alespon dva kotouce musi byt
vysunuty z prvni tyce ze stejné strany. Jelikoz je uz potom neptresouvame, tak je
musime nasunout na druhou ty¢. Potom ale nebudou na druhé tyci ve spravném
poradi.]

Vyfteste tlohu N2 obecné pro herni plan 2n x 2 a 2n zetont ve spodnim radku,
kde n je kladné celé cislo. [A-72-1 3]

Uvazujme stejny hlavolam jako v soutézni tloze s dodateénymi omezenimi:
kotouce lze vysouvat a nasouvat jen zleva a v kazdém okamziku musi byt
kotouce na kazdé tyc¢i usporadany vzestupné podle velikosti zleva doprava.
Jedna se vlastné o hlavolam zndmy pod nazvem Hanojské véze. V zavislosti na
kladném celém c¢isle n urcete nejmensi pocet tahi nutnych k vyteSeni tohoto
hlavolamu. [2" — 1. Dtikaz matematickou indukei. Pro n = 1 je tieba 1 =21 — 1
presun. Predpokladejme, Ze pro n kotouct je nejmensi pocet tahu 2" — 1.
Abychom mohli pfesunout nejvétsi kotou¢ na druhou ty¢, musi byt jako jediny
na prvni tyc¢i a zbyvajicich n kotou¢t musi byt na tfeti tyci. K jejich presunu
potfebujeme podle indukéniho predpokladu 2™ — 1 tahi. Po presunuti nejvétsiho
kotouc¢e na druhou ty¢ musime na druhou ty¢ presunout jesté zbyvajicich n
kotouct, na coz opét potrebujeme alespon 2" — 1 tahi. Celkové tak tfeba alespon
(2" —1)+1+(2"—1) = 2" —1 tahii. Konkrétni posloupnost tahti pfimo vyplyva
ze zpusobu ziskani tohoto odhadu.]

Uvazujme modifikaci Hanojskych vézi, kde je zakdzano presouvat kotouce mezi
prvni a treti tyc¢i. Kolik nejméné tahii potrebujeme k presunu vsech kotoucu na
treti tyc? [3™—1. Naznacime jen hlavni myslenku dikazu indukei. Pro presun n+1
kotoucti potfebujeme dvakrat presunout nejvétsi kotouc. Nejvetsi kotou¢ musime
nejprve presunout na druhou ty¢. Proto musime zbylych n kotouct presunout na
treti ty¢ (3™ — 1 taht). Po presunu nejvétsiho kotouce musime zbytek presunout
zpét na prvni ty¢ (opét 3™ — 1 tahu), abychom mohli nejvétsi kotou¢ presunout
na tfeti ty¢. Potom znovu presuneme zbyvajici kotouce na tieti ty¢ (3" —1 taht).
Celkové dostdvame alespori 3 - (3" — 1) + 2 = 3" — 1 taht. Konstrukce opét
vyplyva z popsaného postupu.]

V kruhu je 100 zelenych mimozemstant, kazdy z nich ma 100 tablet. V ramci
jednoho tahu libovolny mimozemstan vezme nékolik svych tabletd a rozdéli je
mezi ostatni mimozemstany (ne nutné rovnomérné a ne nutné mezi vsechny). Po
jakém nejmensim poctu taht mohou mimozemstané docilit, aby zadni dva z nich
neméli stejny pocet tabletu? [KMS 2018/19, 2. letni kolo, tloha 3]

Uvazujme Sachovnici rozméra 8 x 8. Na kazdém z osmi policek v prvni radé je
bild ddama a na kazdém z osmi policek v osmé fadé je cerna dama. V jednom tahu
muzeme pohnout libovolnou damou podle sachovych pravidel (tedy vodorovné,
svisle nebo diagonalné) na volné policko. Tyto tahy opakujeme tak, aby se barvy
pohybujicich se dam stridaly. Urcete nejmensi pocet tahi, po kterém budou
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v prvni fadé vSechny ¢erné a v osmé radé vSechny bilé damy. [KMS 2018/19,
2. letni kolo, tloha 7]

4. Jsou ddna nesoudélnd prirozend ¢isla a a b takovd, Ze i ¢isla a® — 1 a b3 — 1 jsou
nesoudélnd. Dokaste, Ze ¢isla a®> — b a b* — a jsou rovnéZ nesoudélnd. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Jsou dana prirozena c¢isla a, b. Dokazte, Zze pokud existuje prvocislo p takové,
zepla+6ap|b—3 takp | a+2b [Pokud p | a+6ap|b—3 tak
plla+6)+2-(b—3)=a+2b]

N2. Které z nasledujicich dvojic ¢isel jsou nesoudélné pro vSechny dvojice nesoudél-
nych celych éisel a, b? a) a, a +b, b) a + b, ab, ¢) a®> +b%, ab, d) a +b, a — b,
e) a®, (a + 1)°. [Nesoudélné jsou dvojice a), b), c¢), e). a) UkdZeme to sporem.
Necht existuje spoleény délitel d > 1 takovy, ze d | a a d | a + b. Potom plati,
ze d déli i rozdil téchto ¢isel, tj. d | b, coz je spor s nesoudélnosti a a b. b) Opét
postupujeme sporem. Necht existuje prvocislo p, které déli a + b i ab. Protoze
p je prvocislo, musi platit p | @ nebo p | b. Bez ijmy na obecnosti necht p | a.
Potom z p | a + b nutné plyne, ze p | b, coz je spor s nesoudélnosti ¢isel a a b.
¢) Postupujeme podobné jako v ¢asti b) s vyuzitim toho, Ze pokud p je prvoéislo,
tak z p | b* vyplyva, Ze p | b. d) Cisla a + b a a — b jsou soudélna napiiklad pro
a = 3, b = 1, kterd jsou sama nesoudélné. e) Pro dikaz sporem necht existuje
prvocislo p, které déli a® i (a + 1)°. JelikoZ p je prvocislo a p | @, tak i p | a.
Podobné zp | (a+1)° plynep |a+1. Alepakip|a+1—a =1, coz je spor.]

D1. Dokazte, ze pro kazdé celé ¢islo n je zlomek

2In +4
14n + 3

v zékladnim tvaru. (IMO 1959, tloha 1)
[Pro spor predpoklddejme, ze existuje prvocislo p takové, ze p | 21n+4 a soucasné
p| 14n + 3. Potom p | 3 (14n+3) —2- (21n+4) = 1, coz je ve sporu s tim, Ze
p je prvocislo.]

D2. Necht a, b, ¢, n jsou kladna celd ¢isla takova, Ze jsou splnény nasledujici podminky:
a) ¢isla a, b, ¢, a+ b+ c jsou po dvou nesoudélng; b) ¢islo (a + b+ ¢)(a + b)(b+ ¢)
(¢ + a)(ab + bc + ca) je n-tou mocninou celého ¢isla. Dokazte, Ze soucin abc lze
zapsat jako rozdil dvou n-tych mocnin celych ¢isel. [A-68-111-3]

5. Uvnitr ostrouhlého trojuhelniku ABC' je ddn bod R. Na strandch AB a BC' leZi po radé
body P a Q) tak, Ze obvod trojihelniku PQR je nejmensi mozny. Podobné na strandch
BC a AC' lezi po rade body S a T tak, Ze obvod trojuhelniku RST je nejmensi mozny.
Primky PQ a ST se protinaji v bodé K. Dokazte, Ze pokud plati |xBAK| = |<CAR],
pak trojuhelniky PQR a RST maji stejny obvod. (Michal Pecho)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:
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NI.

N2.

N3.

D1.

V roviné je ddna primka ¢ a dva body A, B lezici ve stejné poloroviné urcené
pfimkou ¢. Najdéte bod X lezici na ptimce ¢, pro ktery je hodnota |AX |+ | X B|
co nejmensi. [Hledany bod je prisecikem piimek AB’ a ¢, kde B’ je bod osové
soumérny s bodem B podle piimky £. Necht B’ je bod osové soumérny s bodem
B podle primky ¢. Potom pro libovolny bod X piimky ¢ plati ze symetrie
| X B| = | X B'|. Z trojihelnikové nerovnosti |AX|+|X B| = |[AX|+|XB'| 2 |AB/|,
pri¢emz rovnost nastava prave tehdy, kdyz X lezi na AB’. Takze hledany bod X
je prusecikem piimek AB’ a /.]

Uvazujme obdélnik ABCD. Ozna¢me M stied strany BC'. Uvnitt trojuhelniku
ABD je dédn bod G. a) Urcete bod P strany AD, pro ktery je délka lomené ¢ary
GPM minimalni. b) Urcete body P strany AD a @ strany C'D, pro které je
délka lomené ¢ary GPQM minimélni. [a) Bod P je prusecikem GM’ s AD, kde
M’ je bod osové soumérny s M podle piimky AD. Uloha se fesf podobné jako
tloha N1. b) Necht P € AD a @ € CD jsou libovolné. Oznaé¢me M’ C" a @
body soumérné sdruzené po rfadé s M, C' a ) podle primky AD. Ze symetrie
plati |[PQ’'| = |PQ| a |Q'M'| = |QM|. Déle necht M" je bod soumérné sdruzeny
s M'" podle CD. Ze symetrie plati |Q'M'| = |Q'M"|, protoze Q' lezi na CD.

&

B M C

Délka lomené cary GPQM je tak rovna délce lomené ¢ary GPQ'M” | ktera bude
minimalni pravé tehdy, kdyz P a @’ budou pruseciky primky GM” po radé se
stranami AD a C'D. Tim jsme sestrojili hledany bod P a bod @’. Hledany bod Q
je obrazem bodu @’ v osové soumérnosti podle pfimky AD. Z polohy bodu G je
patrné, ze Q' bude leZet na tisece C'D a proto bod @ bude lezet na tsecce C'D.|

Uvnitt ostrého thlu XOY je dan bod A. Najdéte body M a N lezici po radé
na poloprimkach OY a OX, pro které je obvod trojiuhelniku AM N minimalni.
[Resen{ bude zvefejnéno az po terminu odevzdani.]

Je déan thel XOY, jehoz velikost je mensi nez 45°, a bod A na poloprimce
OX. Najdéte body M a N poloptimek po fadé OY, OX pro které je soucet
|AM |+ | M N| nejmensi. [Af N lezi na poloptimce OX libovolné. Dale at OX’ je
poloptimka soumérné sdruzena s poloptimkou OX podle ptimky OY a oznac¢me
N’ bod osové soumérny s N podle piimky OY. Oznacéme d vzdalenost bodu
A od piimky OX'. Pak plati |[AM| 4+ |[MN| = |AM| + |[MN'| = d, pficemz
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rovnost nastane pravé tehdy, kdyz N’ bude kolmym prumdétem bodu A do
poloprimky OX’ a bod M bude lezet na tsecce AN’. Jelikoz |4 XOY| < 45°,
plati [ XOX'| = 2-|4X0OY]| < 90°, takze kolmy prumét bodu A do piimky
OX' lezi na polopiimce OX’. Hledany bod M je proto priusecikem usecky AN’
s polopiimkou OY’, kde N’ je kolmy prumét bodu A do polopiimky OX’ a hledany
bod N je bod osové soumeérny s bodem N’ podle piimky OY'.]

D2. Je dan konvexni tthel XOY a jeho vnitini bod M. Najdéte body A, B po radé
poloptimek OX, OY, pticemz |OA| = |OB|, pro které je soucet |MA| + |MB|
nejmensi. [At « je velikost thlu XOY'. Necht M’ je obrazem bodu M v otoceni
se stfedem v bodé O o thel a v kladném sméru. Necht A a B jsou body
na polopiimkach OX a OY takové, Ze plati |[OA| = |OB|. Plati |<AOM| =
= a — |<<MOB| = |4BOM'|. Zéaroven plati |OM| = |OM’|. Trojihelniky
AOM a BOM' jsou tak shodné podle véty sus, takze |AM| = |BM'|. Tedy
|MA|+|MB| = |M'B|+ |BM| 2 |M'M]|, pficemz rovnost nastava pravé tehdy,
kdyz bod B lezi na M M'. Jelikoz thel MOM'’ je konvexni, tsecka M M’ protina
poloptimku OY', pricemz tento prisecik je hledanym bodem B. Hledany bod A
uz snadno najdeme jako bod na polopfimce OX takovy, ze |OA| = |OB].]

D3. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Pro kazdy jeho vnitini bod X ozna¢me X,,
Xp, X, jeho obrazy v osovych soumérnostech postupné podle pifimek BC, C'A,
AB. Dokazte, ze vSechny trojuhelniky X, XX, maji spole¢ny bod. [A-70-111-6]

6. Na tabuli jsou napsdna 4 prirozend cisla. Zirafa vykondvd ndsledujict kroky: pokazdé
si vybere jedno z cisel na tabuli, smaZe ho a misto néj napise jeho druhou mocninu.
Mize vidy Zirafa po konecné mnoha krocich dosdhnout toho, aby rozdil nékterych dvou
cisel na tabuli byl ndsobkem 977 (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

Pred tesenim této tlohy vam doporucujeme seznamit se s kongruencemi. Zapis
a=0b (mod d) vyjadiuje, ze celd ¢isla a, b davaji stejny zbytek po déleni klad-
nym celym é&slem d. Cteme jej a je kongruentni s b modulo d. Pro hlubsi sezné-
meni s kongruencemi vyborné poslouzi brozurka Aloise Apfelbecka Kongruence
z edice Skola mladijch matematikii.

N1. Vyzkousejte si soutézni tilohu pro mensi ¢isla nez 97, napriklad pro 5 a 7. [Lze
ukazat, ze pro ¢islo 7 tvrzeni lohy plati. Pro ¢islo 5 tvrzeni také plati, a dokonce
by platilo i kdyby na tabuli byla napsana pouze 3 prirozena ¢isla.]

N2. Necht p je prvocislo a a celé ¢islo, které neni délitelné cislem p. Ukazte, ze
vezmeme-li vSechny nenulové zbytky 1,2, ..., p—1 po déleni ¢islem p, vynasobime
je ¢islem a a nasledné opét vezmeme zbytky po déleni ¢islem p, dostaneme stejnou
mnozinu zbytki jako na zacatku. [UkézZeme, Ze zobrazeni, které priradi zbytku
x €{1,2,...,p— 1} zbytek a - x po déleni p, je prosté. Pokud plati a-x =a -y
(mod p), pak a(z —y) = 0 (mod p). Protoze a neni délitelné ¢islem p, musi
platit z —y = 0 (mod p), tedy © = y (mod p). To znamend, Ze zobrazeni,
které pritadi x € {1,2,...,p— 1} zbytek a -z po déleni p, je prosté. A protoze x
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N3.

N4.

Nb5.

NG6.

D1.

D2.

i zbytek a - x po déleni p jsou prvky mnoziny {1,2,...,p— 1}, ndsobeni ¢islem a
modulo p jen preusporadd tuto mnozinu.]

Necht p je prvocislo a a celé ¢islo, které neni délitelné ¢islem p. Ukazte, Ze existuje
pravé jeden zbytek b, pro ktery plati a-b = 1 (mod p). (Takovy prvek b se
nazyva inverzni proek k a modulo p a oznacujeme jej a~!). [VyuZijeme tlohu N2
pro a. Jelikoz nasobenim vsech nenulovych zbytki ¢islem a dostaneme stejnou
mnozinu zbytkl, musi existovat b takové, ze a-b =1 (mod p). Jak jsme ukazali
v tloze N2, toto zobrazeni je prosté, proto je b jednozna¢né urceno.]

Dokazte malou Fermatovu vétu: Necht p je prvocislo a a celé ¢islo, které neni
délitelné ¢islem p. Potom p déli ¢islo aP~! — 1. [Chceme ukézat, Ze plati 1 = aP~!
(mod p). S vyuzitim ulohy N2 dostédvame, ze plati 1-2-...-(p—1)=a -2a-...-
“(p—1)a (mod p), takze (p — 1)! = a?P~1(p — 1)!. JelikoZ (p — 1)! nenf délitelné
p, tak 1 =a”~!  (mod p).]

Necht p je prvocislo a a, b, ¢ jsou cela ¢isla, pricemz p nedéli a. Dokazte,
7e podminka p | az? + bz + ¢ je splnéna nejvyse pro dvé rizné hodnoty
r€{0,1,2,...,p — 1}. [Pro spor predpokladejme, %e podminka p | ax? + bx + ¢
je splnéna pro tfi rizné hodnoty = € {0,1,2,3,...,p — 1}, ozna¢me je y, z, w.
Potom p | ay? +by+cap|az?+bz+c, takie p | ay® +by +c— (az? +bz+c) =
=aly—2)(y+2)+bly—z2) = (y — 2)(ay + az + b). Protoze p nedéli y — z, musi
platit p | ay + az + b. Analogicky pro y a w dostavame, ze p | ay + aw + b. Takze
play+az+b— (ay+aw+b) = a(z —w). Ale p nedéli ani a a ani z — w, coz je
hledany spor.|

Dokazte, e &islo 220% — 8 je délitelné 56. [Mocniny dvojky davaji pfi déleni 56
po radé zbytky 2, 4, 8, 16, 32, 8, 16, 32, 8, 16, 32, ... Jelikoz zbytek nasledujici
mocniny je jednoznacné urcen zbytkem predeslé mocniny, tak po zbytku 8 se bude
opakovat uz jen trojice zbytkl 8, 16, 32. Jelikoz 2025 je délitelné tfemi a kazda
mocnina s exponentem délitelnym tiemi davéa zbytek 8, tak 2292 —8 =8 -8 =0
(mod 56).]

Necht p je liché prvoéislo. Cislo a € {1,2,...,p— 1} nazyvame kvadratickyj zbytek
modulo p, pokud existuje celé ¢islo z, pro které plati 2 =a  (mod p). Dokazte,
ze v mnoziné {1,2,...,p — 1} je stejné mnoho kvadratickych zbytki modulo
p jako éisel, kterd nejsou kvadratickym zbytkem modulo p. [VSimnéme si, Ze
2?2 = 2 plati pravé tehdy, kdyz (z — y)(z + y) = 22 — y? = 0, tedy pravé tehdy,
kdyz plati z = y nebo x = —y. Z toho vyplyva, Ze mezi 12,22 ... (p — 1)? se
nam vyskytne kazdy kvadraticky zbytek pravé dvakrat, jednou jako 22 a jednou
jako (p — z)?, pro vhodné z, kde x < p — x. Proto se staéi divat jen na prvni

polovinu, tedy na 12,22 ..., (7%1)2, tyto zbytky jsou modulo p navzajem rizné,

takze kvadratickych zbytkd je 251, coZ je pravé polovina ze viech nenulovych
zbytki.]

Dokazte jednu ¢ast Wilsonovy véty: pokud p je prvocislo, pak (p — 1)! = —1
(mod p). [Podle tlohy N2 existuje ke kazdému zbytku a inverzni prvek a=!,
tedy zbytek takovy, ze a - a~! = 1. Uréime, kdy plati a = a~!. Vyndsobenim
a dostavame a? = 1, z toho (a—1)(a+1) =0, takie a = 1 neboa= -1 =p—1,
protoze p je prvocislo. To znamend, Ze v mnoziné zbytka {1,2,...,p— 1} umime
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D3.

D4.

vSechna ¢isla az na 1 a p — 1 usporadat do dvojic, jejichz souc¢in dava zbytek 1.
Proto plati (p —1)!'=1-2---(p—-1)=1-(p—1) = —1]

Dokazte, ze kazda nekonecénd posloupnost (ag, a1, as,...) celych ¢isel takova, ze
plati ag = 1 a a,11 € {2022a,, — 1,2022a,, + 1} pro vSechny indexy n, obsahuje
nekone¢né mnoho slozenych ¢isel. [A-71-11-4]

Uvazujme posloupnost a1, as, ... definovanou vztahem a,, = 2" + 3" 4+ 6™ — 1 pro
n = 1,2,... Urcete vsechna kladna cela cisla, ktera jsou nesoudélna s kazdym
¢lenem této posloupnosti. [[MO-2005-P4]
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