75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Ulohy doméciho kola kategorie A

1. Ostrov je rozdéleny na nékolik krdlovstvi. Uzemi kazdého krdlovstvl je ﬂ n

nejuychodnéjsi a nejzapadnéjsi bod. Kazdy krdl dostal 4 vilajky s pismeny

S, J, V, Z, které umistil do téchto vyznamnych bodi svého krdalovstvr.

(Napriklad u trojmezi tri stdti na obrdzku jsou takto zapichnuté 2 vlajky.)

Ve vnitrozemi je krtinec, kde se styka 7 kralovstvi. Urcete vSechny mozné pocty viajek
zapichnutych do krtince. (Josef Tkadlec)

RESENI. Nejprve ukazeme, ze do krtince je zapichnuto 5 vlajek s pismeny V nebo Z.
Nakreslime primku prochdzejici krtincem ze severu na jih (svisle) a nazveme ji polednik.
Z4dna strana kralovstvi nelezi na poledniku, protoze by neexistoval pravé jeden jeho
nejzapadnéjsi nebo pravé jeden jeho nejvychodnéjsi bod. Sledujme thly jednotlivych
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krélovstvi s vrcholem v krtinci (tj. vnitini thly prislusnych konvexnich mnohotihelniki
v tomto vrcholu). Protoze zadné hranice nevede svisle, néktery tihel obsahuje polopfimku
s pocatkem v krtinci smérujici na sever a néktery tithel obsahuje poloptimku s pocatkem
v krtinci sméfujici na jih. Jde o thly dvou rtznych kralovstvi, jelikoz kralovstvi jsou
konvexni. V téchto dvou kralovstvich nebude v krtinci vlajka V ani Z. Zbyvajici thly lezi
bud celé na zapad od poledniku a tehdy je krtinec nejvychodnéjsim bodem kralovstvi,
nebo celé na vychod od poledniku a tehdy je krtinec nejzapadnéjsim bodem. To znamena,
ze do krtince je zapichnuto 7 — 2 = 5 vlajek s pismeny V nebo Z. Podobné ukazeme, ze
je tam 5 vlajek s pismeny S nebo J. Celkem je tedy do krtince zapichnuto 10 vlajek.
Z obrazku vyse je vidét, jak vlajky mohou byt rozmistény.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Neni-li uvedeno jinak, predpokladdame, ze kralovstvi ma tvar konvexniho mnohothelniku.

N1. Naértnéte konvexni mnohotihelnik, ktery a) méd, b) nemé pravé jeden nejvychodnéjsi bod.
[Konvexni mnohotihelnik m4 vice nejvychodnéjsich bodu pravé tehdy, pokud néktera jeho
strana je rovnobéznd s osou y a cely mnohothelnik se nachdzi zdpadné od ni.]

N2. Uvazujme v roviné body B a C tak, ze bod C se nachazi severozapadné od bodu B.
Najdéte vSechny polohy bodu A, pro které méa trojihelnik s vrcholy A, B, C pravé jeden
nejvychodnéjsi bod, a to bod B. [Vyhovuji pravé vSechny body, které se nachézeji zdpadné
od poledniku prochéazejictho bodem B a zaroven nelezi na piimce BC. Pod polednikem
myslime pfimku ze severu na jih.]
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Nacrtnéte kralovstvi, které ma v jednom ze svych vrchola 0, 1, 2, 3 nebo 4 vlajky,
a nejsevernéjsim bodem kralovstvi. Podobné nemuze byt soucasné nejvychodnéjsim
a nejzapadnéjsim bodem kralovstvi. Mozné pocty jsou tak jen 0, 1, 2 a snadno se ovéri,
7e vSechny vyhovuji.]

Uvnitf ostrova (jako ze zaddni soutézni tlohy) je bod X, ve kterém se stykaji tii krdlovstvi
a jsou v ném zapichnuty pravé dvé vlajky. Jaké vSsechny kombinace pismen se na nich
mohou objevit? [SV, SZ, JV, JZ. Uvazujme polednik prochézejici bodem X. Ani jedna
strana ani jednoho kralovstvi nelezi na poledniku, protoze by neexistoval pravé jeden
nejzapadnéjsi nebo nejvychodnéjsi bod. Také se nemuze stat, ze vsechny t¥i hranice budou
na jedné strané od poledniku, nebot by vzniklo nekonvexni kralovstvi. Proto na jedné
strané od poledniku musi byt jedna hranice a na druhé dvé hranice — na této strané
bude i vlajka V nebo Z. V bodé X tak musi byt zapichnuta pravé jedna z vlajek V,
7 a analogicky i pravé jedna z vlajek S, J. To ndm déva 4 moznosti, jak jsme uvedli na
zacatku.)

Ukazte, ze pokud bychom v soutézni tloze uvazovali nekonvexni kralovstvi, mohlo by
se stat, ze v krtinci nebude zapichnuta zadnd vlajka. [Kazdé ze 7 krdlovstvi mize byt
nekonvexni mnohothelnik tvaru spiraly, ktery ma jeden vrchol v krtinci a pak se obtaci
kolem néj. Takto lze zajistit, ze kazdy mnohotuhelnik bude mit alespon jeden svij bod
severné, jizné, vychodné i zapadné od krtince. To znamen4, Ze v krtinci nebude ani jedna
vlajka.]

Uvnitf konvexniho desetitthelniku A;As...Ajp je ddn bod P, ktery nelezi na zadné
thlopricce. Dokazte, ze nékteré dvé z poloptimek Ay P, A5 P, ..., Ao P protinaji stejnou
stranu desetithelniku. [Uvazujme hlavni thlopficku A Ag. Ta rozdéli desetitihelnik na dvé
¢asti a bod P lezi uvnitt jedné z nich. Bez Gjmy na obecnosti at lezi uvnit¥ Sestitthelniku
A1 AgA7AgAgAig. Potom 6 polopiimek Ay P, AP, ..., AgP vstoupi do Sestitthelniku pres
stranu A; Ag a opusti tento Sestithelnik pres zbyvajicich 5 stran, takze alespon dvé
polopiimky opusti Sestithelnik pres stejnou stranu. Tyto strany jsou zaroven strany
puvodniho desetitthelniku, takze nékteré dvé poloprimky protnou stejnou stranu tohoto
desetitihelniku.]
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2. Necht p, q jsou redlnd cisla takovd, Ze rovnici
|2 =1 = pr + ¢

s nezndmou x vyhovuji pravé 4 navzdjem ruznd redlnd cisla.

a) Urcete vsechny mozné hodnoty souctu téchto 4 cisel.
b) Dokazte, Ze soucin téchto 4 cisel lezi v intervalu (—3,1). (Patrik Bak)

RESEN{. Rovnice ze zadani je pro |z| = 1 ekvivalentni rovnici
22 —1=pr+gq (1)

a pro |z| < 1 zase rovnici
—2?+1=px+q. (2)

Kazda z téchto dil¢ich rovnic méa nanejvys 2 feSeni. Protoze podle zadani ma puvodni
rovnice 4 reseni, musi mit kazda z téchto rovnic nutné pravé 2 reseni.
Rovnici (1) ekvivalentné upravime na tvar

2 —pr—(q+1) =0,

takze podle Vietovych vztahti maji jeji dva koteny soucet p.
Podobné rovnici (2) upravime na

2 +pr+(g—1)=0,

takze podle Vietovych vztahli maji jeji dva kofeny soucet —p. Proto je soucet vsech Ctyt
kotenu 0. Jesté musime ovérit,* Ze je viibec mozné soucet 0 dosdhnout. To je skutecné
mozné, napriklad pro volbu p =0, ¢ = %, kdy jsou koteny %\/6, —%\/6, % 2, —%\/ﬁ

Abychom urcili soucin vSech korenti, opét pouzijeme Vietovy vztahy. Soucin kotenii
prvni rovnice je —(q¢ + 1) a v druhé rovnici je ¢ — 1, proto je soucin vSech ¢tyr korent
—(q+1)(¢—1) =1 — ¢?, takZe potiebujeme odhadnout q.

Rovnice (2) mé 2 kofeny splitujici 22 < 1, kazdy z nich je z intervalu (—1,1). Soucin
téchto dvou korfent je proto také z intervalu (—1,1). Podle Vietovych vztaht je pritom
roven g — 1, takze ¢ € (0,2). Proto pro soucin vSech ¢tyt kofent ptvodni rovnice plati
1 —q? € (=3,1), coz bylo tfeba dokazat v ¢asti b).

KOMENTAR. Reseni rovnice |22 — 1| = pz + ¢ si mlzeme predstavit graficky jako
prinik pfimky y = pxr + ¢ a grafu funkce y = |22 — 1|. Tento graf vznikne z paraboly
y = 2% — 1 tak, Ze jeji ¢ast pod osou x (tedy pro z € (—1,1)) se pieklopi osové soumérnd
podle osy .

Ulohu je také mozné Tesit bez Vietovych vztahil tak, Ze si vechna feeni vyjadifme
parametricky pomoci p a ¢, a nasledné pocitame uz jen s témito vyjadirenimi.

* Neovéfenim by se mohlo stdt, Ze mnozina soucti vSech 4 kofent je prazdna
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.
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D3.

D4.

Najdéte vSechna fesen{ rovnice |22 — 1| = x + 1. [2, 0 a —1. Rozebereme dva piipady.
Pokud 2?2 = 1, pak |22 — 1| = 2% — 1 a fesfme rovnici 22 — x — 2 = 0, kterou lze upravit
do tvaru (z +1)(z — 2) = 0. Ziskdme tak dva kofeny —1 a 2, pro oba plati z? = 1. Pokud
22 < 1, pak |22 — 1| = —2% +1 a fesime rovnici 22 +x = 0. Ziskdme dals{ kofen 0, piicemz
pro tento kofen skutecéné plati 22 < 1, a kofen —1, ktery nevyhovuje, protoze v tomto
piipadé neplati 22 < 1. Takze ptivodni rovnice m4 feseni 2, 0 a —1. Diky ekvivalentnim
upravdm zkouska neni nutnd.

Uréete poCet feSen{ rovnice |z — 2| = ax pro redlny parametr a. [Pokud z = 2, pak
|x — 2| = x — 2, takZe TeSime rovnici x — 2 = ax, které pro a # 1 vyhovuje z = 1Ea- M4
platit z = 2, coz je splnéno prévé pro 0 < a < 1. Pokud a = 1, rovnice x — 2 = ax nem4
feseni. Nyni vyfesime pfipad z < 2, kdy |z — 2| = 2 — x, takZe TesSime rovnici 2 — x = axz,
které pro a # —1 vyhovuje = = af_l. Ma platit x < 2, coz je splnéno pravé pro a < —1
nebo a > 0. Pokud a = —1, pak rovnice 2 — z = ax nema feseni. Rovnice ze zadani m4 2
feSeni pro a € (0, 1), 0 FeSeni pro a € [—1,0) a 1 FeSeni pro zbyvajic{ hodnoty a.]
Pfipomeiite si Vietovy vztahy: Uvazujme kvadratickou rovnici 22 + pz + ¢ = 0 s redlnymi
parametry p, ¢, kterdA ma dva rizné redlné koteny. Vyjadiete jejich soucet a soucin
pomoci koeficientii. [Pokud mé rovnice dva kofeny x; a xo, pak plati 2% + pr + ¢ =
= (x —x1) (2 — 23) = 22 — (1 + z2)7 + 2,75. Takize soucet kotenit splituje z; + x9 = —p
a soulin kofenu splituje z1z2 = ¢.

Uvazujme dvé rovnice 2 + 2px +2¢° = 4, 2% — 2qx + 2p? = 4 s realnymi parametry p a q.

Predpokladejme, ze prvni ma 2 rizné redlné koreny x1, x2, druhd dva rizné redlné koreny
x3, 24. Uréete viechny mozné hodnoty x? +z3+x2+x3. [Plati 23 +23 = (21 +22)%2— 221 22.
Z Vittovych vztahit 71 + 29 = —2p a z179 = 2¢> — 4. Potom z? + 22 = 4p? — 4¢% + 8.
Podobné dostaneme z3 + 23 = 4¢®> — 4p® + 8. TakZe jedind moZnd hodnota souctu je
23 + 23 + 2% + 2% = 16. Jeji dosazitelnost snadno ovéfime pro p = q = 1]

Urdete pocet realnych kofenti rovnice 22 + 4 = a|z| v zavislosti na redlném parametru a.
[B-71-11-2]

Urcete pocet redlnych kofent rovnice z-|x+6A| = 36 v zavislosti na redlném parametru A.
[B-71-T1-4]

Urcete vSechny hodnoty redlného parametru p tak, aby rovnice

2017 1-[1 = |1 = z|||= 2016z + p

méla pravé t¥i feseni v oboru redlnych éisel. [B—66-11-4]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472045/b71ii.pdf#page=3
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472039/b71i.pdf#page=7
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471949/b66ii.pdf
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3. Jozef md hlavolam, ktery se skldadd ze tri vodorovnyjch tycéi a zn = 2 _@%B_
ruzné velkych kotouciu serazeniych ma proni tyci podle velikosti, viz
obrdzek. V jednom tahu Jozef vysune z libovolné tyce krajni kotouc
(zleva nebo zprava) a nasune jej na jinou tyc ze stejné strany.
Hlavolam je vyreseny, pokud se vsechny kotouce nachdzi na druhé tyci

serazené stejné jako na zacdtku. V zdvislosti na n urcete nejmensi
mozny pocet tahu, ktery je potreba na vyreseni hlavolamu. (Jozef Rajnik)

RESENI. Nejprve ukizeme, ze miiZe existovat nejvyse jeden kotou¢, ktery piesuneme
pri feseni zleva pravé jednou. Pro spor predpokladejme, zZe jsou takové kotouce dva,
oznacme je A a B, kde A je mensi nez B, tedy A je nalevo od B. Proto kotou¢ A musime
presunout drive nez B, ¢ili A se bude po presunuti nachazet napravo od B. Kotouce A
a B tak ziustanou v nespravném poradi, coz je spor.

Analogicky miuze existovat nejvyse jeden kotou¢, ktery presuneme zprava pravé
jednou. Dostavame tak, ze nejvyse dva kotouce mohou byt presunuty jen jednou, zbyvajici
musi byt presunuty alespon dvakrit. Potfebujeme proto alespon (n—2)-242-1 =
= 2n — 2 tahi.

Ukazeme, ze 2n — 2 tahu staci. Nejdiive po fadé presuneme n — 2 nejmensich kotouct
na treti ty¢ z levé strany, takze na ni budou v opa¢ném poradi. Na prvni tyci ztistanou
dva nejvétsi kotouce. Potom presuneme druhy nejveétsi kotouc na druhou tyc z levé strany
a nejvetsi kotouc z pravé strany. Oba nejvétsi kotouce tak budou na této tyci v pivodnim
poradi. Nakonec po fadé presuneme n — 2 nejmensich kotoucii ze tieti tyce na druhou tyc
z levé strany. Jelikoz na tTeti tyci bylo téchto n — 2 kotouc¢ti v opacném poradi vzhledem
k poradi na zac¢atku, po pfesunech na druhou ty¢ budou tyto kotouce setfazeny jako na
zacatku. Napravo od nich je druhy nejvétsi a potom nejvétsi kotouc¢. Kotouce jsou proto
sefazeny jako na zacatku a celkové jsme potfebovali (n — 1) +1+ 14+ (n—1) =2n — 2
taht. Obrazek ilustruje tento postup pro n = 5.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uvazujme obdélnikovy hraci plan 4 x 2 a na ném 4 zetony ocislované 1, 2, 3, 4 a rozmisténé
jako na obrazku vlevo. V jednom tahu lze presunout jeden Zeton z jeho policka na policko
sousedici stranou. Nejméneé kolika tahy lze z ptivodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na
obrazku vpravo? Na jednom policku se mize nachézet i vice nez jeden Zeton.

00eg ©eed®

[Zeton 1 potiebujeme posunout o 3 policka doprava, k éemuz jsou potieba 3 tahy. Rovnéz
na zeton 4 potfebujeme alesponn 3 tahy. Zetony 2 a 3 potfebujeme posunout o policko
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vedle, tedy na kazdy z nich potfebujeme alespon jeden tah. Dohromady tedy potrebujeme
alesponi 3+ 1+ 1+ 3 = 8 tahtt. Tohoto poc¢tu taht lze zjevné dosdhnout.]

Vyteste predchozi tlohu za predpokladu, ze na jednom policku se najednou nemiize
nachdzet vice nez jeden Zeton. [Tahy rozdélime na vodorouvné (Zeton presouvame v ramci
fadku) a swislé (v rdmci sloupce). Vodorovnych tahti potfebujeme alespon 8 na zikladé
uvah z predchoziho tkolu. Pokud dva zetony neprovedou zadny svisly tah, tak jsou po
celou dobu ve spodnim radku, a tedy je neumime vyménit. Proto nejvyse jeden zeton
provede 0 svislych tahi. Kazdy ze zbyvajicich Zetoni musi provést svisly tah, dokonce
alespon dva, jelikoz se musi vratit do spodniho fadku. Tedy dohromady musi zetony
provést alespon 3 -2 = 6 svislych tahu, coz celkové dava alespon 8 + 6 = 14 tahi. Za
14 taht umime hlavolam vytesit nasledovné: Nejdrive zetony 2, 3, 4 pfesuneme do horniho
fadku (3 tahy). Potom pfesuneme Zeton 1 zcela doprava (3 tahy). Pfesuneme Zeton 2 doli
a doprava (2 tahy). Zeton 3 pfesuneme vlevo, dolii (2 tahy) a Zeton 4 vlevo, vlevo, vlevo,
dolt (4 tahy).]

Dokazte, ze pro n = 3 nelze hlavolam ze soutézniho tlohy vytesSit na 3 tahy. [Kazdy
kotou¢ musime presunout alespon jednou, ¢ili pfi tfech tazich musi byt kazdy kotouc
presunut pravé jednou. Proto alespon dva kotouce musi byt vysunuty z prvni tycCe ze
stejné strany. Jelikoz je uz potom nepresouvame, tak je musime nasunout na druhou tyc.
Potom ale nebudou na druhé ty¢i ve spravném poradi.]

Vyteste ilohu N2 obecné pro herni plan 2n x 2 a 2n zetont ve spodnim radku, kde n je
kladné celé ¢islo. [A-72-1-3]

Uvazujme stejny hlavolam jako v soutézni tloze s dodatecnymi omezenimi: kotouce lze
vysouvat a nasouvat jen zleva a v kazdém okamziku musi byt kotouce na kazdé tyci
usporadany vzestupné podle velikosti zleva doprava. Jedna se vlastné o hlavolam znamy
pod nazvem Hanojské véZe. V zéavislosti na kladném celém ¢isle n urcete nejmensi pocet
tahit nutnych k vyfeSeni tohoto hlavolamu. [2" — 1. Dukaz matematickou indukei. Pro
n = 1 je tfeba 1 = 2! —1 pfesun. Predpokladejme, Ze pro n kotouéil je nejmensi pocet tahii
2" — 1. Abychom mohli pfesunout nejvétsi kotouc¢ na druhou ty¢, musi byt jako jediny na
prvni ty¢i a zbyvajicich n kotou¢t musi byt na teti tyc¢i. K jejich presunu potrebujeme
podle indukéniho predpokladu 2™ —1 taht. Po presunuti nejvétsiho kotouce na druhou tyc
musime na druhou ty¢ presunout jesté zbyvajicich n kotouct, na coz opét potiebujeme
alespont 2" — 1 tahil. Celkové tak tieba alespoii (2" — 1) + 1+ (2" — 1) = 27T — 1 taht.
Konkrétni posloupnost tahti pfimo vyplyva ze zptisobu ziskani tohoto odhadu.]
Uvazujme modifikaci Hanojskych vézi, kde je zakazano presouvat kotouCe mezi prvni
a treti tyci. Kolik nejméné tahu potfebujeme k presunu vSech kotoucu na treti tyc? [3™ —1.
Naznacime jen hlavni myslenku dukazu indukci. Pro presun n + 1 kotou¢u potrebujeme
dvakrat presunout nejvétsi kotouc. Nejvétsi kotou¢ musime nejprve presunout na druhou
ty¢. Proto musime zbylych n kotou¢l pfesunout na tieti ty¢ (3™ — 1 tahi). Po presunu
nejvétsiho kotouce musime zbytek presunout zpét na prvni ty¢ (opét 3" — 1 taha),
abychom mohli nejvétsi kotou¢ presunout na tieti ty¢. Potom znovu pfesuneme zbyvajici
kotouce na teti ty¢ (3" — 1 tahil). Celkové dostdvame alesponi 3- (3" — 1) +2 = 3"F1 —1
tahi. Konstrukce opét vyplyvéd z popsaného postupu.]

V kruhu je 100 zelenych mimozemstand, kazdy z nich ma 100 tabletd. V rdmci jednoho
tahu libovolny mimozemsfan vezme nékolik svych tableti a rozdéli je mezi ostatni
mimozemstany (ne nutné rovnomérné a ne nutné mezi vSechny). Po jakém nejmensim
poc¢tu taht mohou mimozemstané docilit, aby zadni dva z nich neméli stejny pocet
tabletu? [KMS 2018/19, 2. letni kolo, tiloha 3]

Uvazujme Sachovnici rozméra 8 x 8. Na kazdém z osmi policek v prvni radé je bila dama
a na kazdém z osmi policek v osmé radé je cernd dama. V jednom tahu mizeme pohnout
libovolnou dédmou podle Sachovych pravidel (tedy vodorovné, svisle nebo diagondlné)
na volné policko. Tyto tahy opakujeme tak, aby se barvy pohybujicich se dam stridaly.
Urcete nejmensi pocet tahti, po kterém budou v prvni fadé vSechny ¢erné a v osmé radé
vechny bilé ddmy. [KMS 2018/19, 2. letni kolo, tloha 7]
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4. Jsou ddna nesoudélnd prirozend ¢isla a a b takovd, Ze i ¢isla a®> — 1 a b3 — 1 jsou
nesoudélnd. Dokazte, Ze ¢isla a®> —b a b* — a jsou rovné? nesoudélnd. (Patrik Bak)

RESEN{. Sporem piedpokladejme, ze &sla a? — b a b% — a jsou soudélnd, tedy existuje
prvocislo p, které je obé déli. Potom toto prvocislo déli i jejich rozdil, tedy

(> =b)— (b —a)=(a—b)(a+b)+a—b=(a—b)(a+b+1).

Proto plati p | a — b* nebo p | a + b+ 1.

(i) Pokud p | @ — b, mame p | (a®> —b) — (a — b) = a®> —a = a(a — 1), takZe p | a nebo
p|a—1. Pripad p | a vsak spolu s p | a — b dava p | b, coz je spor s nesoudélnosti
a, b. Musf proto platit p | a — 1, tedy p | (a — 1)(a® + a + 1) = a® — 1. Analogicky
odvodime i p | b — 1, coz je spor s nesoudélnosti &fsel a® — 1 a b® — 1 ze zad4nd.

(ii) Pokud p | @ + b+ 1, mame p | (a®> = b) + (a + b+ 1) = a®> + a + 1, takze
p| (a—1)(a®>+a+1) = a® — 1. Analogicky odvodime p | b*> — 1, coZ je znovu
spor s nesoudélnosti ¢isel a® — 1 a b% — 1.

V obou piipadech jsme obdrzeli spor se zadanim, a proto plati, Ze ¢isla a®> —b a b —a
jsou nesoudélna.

JINE RESENi. Sporem pfedpoklddejme, ze ¢isla a? — b a b®> — a jsou soudélna.
Potom existuje prvoé¢islo p, pro které plati p | (a®> —b) i p | (b* — a). Z toho plyne

a> =b (mod p)* a b*> = a (mod p). Dosazenim do druhé kongruence dostévame

a*=(a?)?=b=a (modp),tedypl|a*—a=a(a®-1).
Pokud by platilo p | a, tak z b> = a = 0 (mod p) dostavame p | b? a jelikoz p je
prvoéislo, tak i p | b, coZ je ve sporu s nesoudélnosti ¢isel a a b. Proto musi platit p | a®—1.
Analogickym postupem dostaneme, Ze p | b3 — 1. Tim by vSak prvoéislo p délilo obé
¢isla a® —1 a b3 —1, coZ je ve sporu se zadanim. Proto jsou ¢isla a? — b a b — a nesoudélna.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1. Jsou déna pfirozend ¢isla a, b. DokazZte, Ze pokud existuje prvoéislo p takové, ze p | a + 6
ap|b—3,takp|a+2b [Pokudp|a+6ap|b—3,takp|(a+6)+2-(b—3)=a+2b]

N2. Které z néasledujicich dvojic ¢isel jsou nesoudélné pro vsechny dvojice nesoudélnych celych
¢isel a, b? a) a, a+b, b) a+b, ab, c) a®+b%, ab,d) a+b, a—b, e) a®, (a+1)°. [Nesoudélné
jsou dvojice a), b), ¢), e). a) UkdZeme to sporem. Necht existuje spoleény délitel d > 1
takovy, ze d | a a d | a + b. Potom plati, Ze d déli i rozdil téchto ¢isel, tj. d | b, coZ je spor
s nesoudélnosti a a b. b) Opét postupujeme sporem. Necht existuje prvocislo p, které déli
a + b i ab. Protoze p je prvocislo, musi platit p | @ nebo p | b. Bez Gjmy na obecnosti
necht p | a. Potom z p | a + b nutné plyne, ze p | b, coz je spor s nesoudélnosti éisel a
a b. ¢) Postupujeme podobné jako v ¢asti b) s vyuzitim toho, Zze pokud p je prvocislo,
tak z p | b* vyplyva, ze p | b. d) Cisla a + b a a — b jsou soudélna napiiklad pro a = 3,
b = 1, kterd jsou sama nesoudélné. e) Pro diikaz sporem necht existuje prvoéislo p, které
délf a® i (a+ 1)°. JelikoZ p je prvoéislo a p | a3, tak i p | a. Podobné z p | (a + 1)° plyne
pla+1. Alepakip|a+1—a =1, coz je spor.]

* Relaci prirozené ¢éislo A déli prirozené ¢islo B zapisujeme A | B a ¢teme ,A déli B“ nebo B je
délitelné A“
** Relaci dvé celd ¢isla A a B dévaji stejny zbytek pii déleni ¢islem C zapisujeme A = B (mod C) a
¢teme , A je kongruentni B modulo C*.
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D1.

D2.

Dokazte, ze pro kazdé celé cislo n je zlomek

21n +4
14n + 3

v zékladnim tvaru. (IMO 1959, tloha 1)[Pro spor predpoklddejme, Ze existuje prvocislo
p takové, ze p | 21n + 4 a soucasné p | 14n+ 3. Potom p | 3- (14n+3) —2- (2In+4) =1,
coz je ve sporu s tim, Ze p je prvocislo.]

Necht a, b, ¢, n jsou kladné celd ¢isla takovd, Ze jsou splnény nésledujici podminky: a)
éisla a, b, ¢, a + b+ ¢ jsou po dvou nesoudélnd; b) ¢islo (a + b+ ¢)(a+b)(b+ ¢)(c+ a)
(ab + be + ca) je n-tou mocninou celého ¢isla. Dokazte, Ze soudin abe 1ze zapsat jako rozdil
dvou n-tych mocnin celych éisel. [A-68-111-3]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471990/a68iii-web.pdf#page=8
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5. Uvnitr ostrouhlého trojiuhelniku ABC' je ddn bod R. Na strandch AB a BC' leZi po radé
body P a @ tak, Ze obvod trojuhelniku PQR je nejmensi mozny. Podobné na strandch
BC a AC lezi po tade body S a T tak, Ze obvod trojuhelniku RST je nejmensi mozny.
Primky PQ a ST se protinaji v bodé K. Dokazte, Ze pokud plati | < BAK| = |<CAR)|,
pak trojiuhelniky PQR a RST maji stejnyg obvod. (Michal Pecho)

RESENI. Ozna¢me R, a R, body soumérné sdruzené s R po fadé podle piimek BC
a AB. Nejprve se zamérime na trojihelnik PQ) R. Necht P lezi na AB a () na BC' libovolné.
Ze soumérnosti plati |R.P| = |PR| a |R,Q| = |QR)|. Proto je obvod trojihelniku PQR
roven délce lomené ¢ary R.PQR, a bude nejmensi mozny pravé tehdy, kdyz bude délka
této lomené cary nejmensi mozna. Z trojuhelnikové nerovnosti je délka lomené cary
R.PQR, alespon |R.R,|, proto bude nejkratsi, pravé kdyz body P a @ budou pruseciky
usecky R, R. po radé se stranami AB a BC'. Jesté musime ovérit, ze tsecka R, R, skutecné
protind strany AB a AC.

Nejprve ukazeme, ze tsecka R, R. protne poloptimky BA, BC'. Plati
|SReBR.| = |<R,BR|+ |<RBR;| =2 |<CBR|+2-|XRBA| =2 |3<CBA| < 180°,

takze tthel R, BR, je konvexni a usecka R,R. protina obé polopiimky BA, BC.

Nyni zdivodnime, ze usecka R,R. protne i poloptimky AB a CB. 7Z ostrouhlosti
trojihelniku ABC mame | BAC| < 90° a 2-|<BAC| < 180°. To znamend, Ze obraz ihlu
BAC v osové soumérnosti podle primky AB bude lezet v poloroviné ACB. Jelikoz R lezi
uvnitt thlu BAC, jeho obraz R, v osové soumérnosti podle ptimky AB lezi v poloroviné
ACB. Analogicky ukazeme, ze R, lezi v poloroviné ACB, a proto i usecka R,R. lezi
v poloroviné AC'B a protina poloptimky AB a BC. To spolu s faktem, ze tsecka R, R,
protind i poloptimky BA a C'B dava, ze tsecka R, R, skute¢né protina strany AB a BC,
jak jsme chtéli dokazat.

Dale necht Ry je bod soumérné sdruzeny s R podle primky AC. Stejné jako vyse
ukdzeme, ze S a T jsou pruseciky R, R, postupné se stranami BC a AC. Bod R, lezi na
primkach PQ) a ST, proto je totozny s bodem K ze zadani. Obvod trojuhelniku PQR je
tak roven |R.K| a obvod trojihelniku RST je roven |RyK|.

Ukézeme, ze plati |R.K| = |RyK|. Trojihelniky AR.K a AR,K maji spolecnou
stranu AK a ze soumérnosti plyne |[AR.| = |AR| = |AR;|. Také plati

|<KARy| = |9 KAC| 4 |<CARy| = |[SKAC| + |<CAR| =
= |4KAC|+ |<BAK| = |<BAC|

9
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a zaroven

|[9RAK| = |9 R.AB| + |$BAK| = |<BAR| + |<CAR| = |4 BAC/,

takze |<R.AK| = |9<BAC| = | KARy|. Trojihelniky AR.K a AR,K jsou tak shodné
podle véty sus. Proto jsou i délky usecek R.K a RyK stejné. Jelikoz jsou tyto délky
postupné rovny obvodium trojihelnikit PQR a RST, rovnaji se i tyto obvody.

NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

N1.

N2.

V roviné je dana piimka ¢ a dva body A, B lezici ve stejné poloroviné urcené primkou
¢. Najdéte bod X lezici na pfimce ¢, pro ktery je hodnota |AX| + |XB| co nejmensi.
[Hledany bod je pruseéikem piimek AB’ a ¢, kde B’ je bod osové soumérny s bodem B
podle piimky £. Necht B’ je bod osové soumérny s bodem B podle piimky £. Potom pro
libovolny bod X piimky ¢ plati ze symetrie | X B| = | X B’|. Z trojthelnikové nerovnosti
|AX|+|XB|=|AX|+|XB'| 2 |AB’|, pfifemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz X lezi
na AB’. TakZe hledany bod X je pruseéikem piimek AB’ a ¢.]

Uvazujme obdélnik ABCD. Ozna¢me M stied strany BC. Uvniti trojihelniku ABD je
dén bod G. a) Urcete bod P strany AD, pro ktery je délka lomené ¢&ry GPM minimalni.
b) Uréete body P strany AD a @ strany CD, pro které je délka lomené cary GPQM
minimdlni. [a) Bod P je prusecikem GM’ s AD, kde M’ je bod osové soumérny s M
podle pifmky AD. Uloha se fesi podobné jako tloha N1. b) Necht P € AD a Q € CD
jsou libovolné. Ozna¢me M’, C" a Q' body soumérné sdruzené po fadé s M, C a @ podle
piimky AD. Ze symetrie plati |PQ’'| = |PQ| a |Q'M'| = |QM]|. Déale necht M" je bod
soumérné sdruzeny s M’ podle C'D. Ze symetrie plati |Q'M'| = |Q'M"|, protoze Q' lezi
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N3.

D1.

D2.

D3.

na CD. Délka lomené ¢dry GPQM je tak rovna délce lomené ¢ary GPQ'M" | kterd bude
minimalni pravé tehdy, kdyz P a @’ budou pruseéiky piimky GM" po fadé se stranami
AD a CD. Tim jsme sestrojili hledany bod P a bod @’. Hledany bod @ je obrazem bodu
Q' v osové soumérnosti podle piimky AD. Z polohy bodu G je patrné, ze Q' bude leZet
na usecce C'D a proto bod @ bude leZet na tsecéce CD.]

Uvnitt ostrého thlu XOY je ddn bod A. Najdéte body M a N lezici po fadé na
polopiimkach OY a OX, pro které je obvod trojihelniku AM N minimélni. [Reseni bude
zverejnéno az po terminu odevzdani.)

Je dan dhel XOY, jehoz velikost je mensi nez 45°, a bod A na polopiimce OX.
Najdéte body M a N poloptimek po fadé OY, OX pro které je soucet |AM|+ |[MN]|
nejmensi. [Af N lezi na polopfimce OX libovolné. Déle at OX’ je polopfimka soumérné
sdruzend s polopfimkou OX podle piimky OY a oznaéme N’ bod osové soumérny
s N podle pfimky OY. Ozna¢me d vzdédlenost bodu A od pfimky OX’. Pak plati
|[AM| + |[MN| = |AM| + |MN'| = d, pfiemZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyz N’
bude kolmym prumétem bodu A do polopiimky OX’ a bod M bude leZet na tsecce AN’.
Jelikoz |[LXOY| < 45°, plati [ XOX'| =2 |XXO0Y| < 90°, takze kolmy pramét bodu
A do pifmky OX’ lezi na poloptimce OX’. Hledany bod M je proto pruseéikem tusecky
AN’ s polopiimkou OY', kde N’ je kolmy prumét bodu A do polopfimky OX’ a hledany
bod N je bod osové soumérny s bodem N’ podle ptimky OY.]

Je dan konvexni tthel XOY a jeho vnitini bod M. Najdéte body A, B po fadé poloprimek
OX, OY, pficemz |OA| = |OB|, pro které je soucet |MA| 4+ |M B| nejmensi. [Af « je
velikost thlu XOY'. Necht M’ je obrazem bodu M v otodeni se stfedem v bodé O o tihel
a v kladném sméru. Necht A a B jsou body na polopiimkach OX a OY takové, ze plati
|OA| = |OB|. Plati | LAOM| = a—|<LMOB| = |<LBOM’|. Zérovei plati |OM| = |OM’].
Trojihelniky AOM a BOM' jsou tak shodné podle véty sus, takze |AM| = |BM'|. Tedy
IMA| + |MB| = |M'B| + |BM| = |M'M|, pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
bod B lezi na MM’. Jelikoz thel MOM’ je konvexni, isecka MM’ protind polopiimku
OY, pficemz tento prusecik je hledanym bodem B. Hledany bod A uz snadno najdeme
jako bod na polopfimce OX takovy, ze |OA| = |OB].]

Je dan ostrothly trojihelnik ABC. Pro kazdy jeho vnitini bod X oznaéme X,, X;, X,
jeho obrazy v osovych soumérnostech postupné podle piimek BC, C A, AB. Dokazte, Ze
v8echny trojihelniky X, X, X, maji spoleény bod. [A-70-T11-6]
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6. Na tabuli jsou napsina 4 prirozend cisla. Zirafa vykondvd ndsledujict kroky: pokazdé
st vybere jedno z cisel na tabuli, smaze ho a misto néj napise jeho druhou mocninu.
Muze vZdy Zirafa po konecné mnoha krocich dosihnout toho, aby rozdil nékterych dvou
cisel na tabuli byl ndsobkem 977 (Josef Tkadlec)

RESENI. Budeme se divat na zbytky po déleni 97 a vsechny kongruence budeme
chapat modulo 97. (Definici kongruence naleznete mezi ndvodnymi tlohami.)
Uvazujme libovolny zbytek a € {0,1,...,96}. Postupnym umocnovanim ¢isla a
dostavame posloupnost
2 4 8 16 ,32 64 128

a,a”,a”,a% a0 a4 ...

JelikoZ 97 je prvocislo, z malé Fermatovy véty mame a”” = a. Plati (a%?)? = a5 a také

()2 = a2 = a7 . a3 = 31 = 32, Jelikoz zbytek kazdého élenu této posloupnosti

zavisi jen na zbytku toho predchoziho, od patého umocnéni déale se musi opakovat uz jen

zbytky a®?, a%. Uvazovana posloupnost zbytkt je tedy od patého ¢lenu periodicka s (ne

nutné nejkratsf) periodou 2, ve které se periodicky stifdaji (ne nutné rtzné) zbytky a2
a a%.

a -a

Urc¢ime vSechny zbytky r, které se mohou objevit v této periodické c¢asti. Jelikoz méame
periodu 2, tak musi platit (r2)2 =74 =r, tedy 97 | 7t —r = r(r3 1) = r(r—1)(r®+r+1).
Jelikoz 97 je prvocislo, musi byt délitelem jednoho z ¢lentt posledniho soucinu. Pokud
97 | r, pak r = 0 = r?, takze v posloupnosti se od n&jakého ¢lenu bude vyskytovat pouze
zbytek 0. Podobné pokud 97 | r — 1, pak r = 1 = 2, take i v tomto pifpadé se bude
vyskytovat od néjakého c¢lenu pouze jeden zbytek, a to 1. Zaroven jsou to jediné dva
pifpady s periodou 1, protoZe z 72 = r vyplyva 97 | 72 —r = r(r — 1), a tedy r dava
zbytek 0 nebo 1.

Nakonec rozebereme piipad, kdy 97 | 72 +r + 1. UkdZeme, Ze této podmince vyhovuji
praveé dva riazné zbytky. Zbytky r = 0 a r = 1 nevyhovuji. Postupnym umocnovanim ¢isla
2 zjistime, Ze vyhovuji zbytky 232 = 35 a 264 = 352 = 61. Pro spor pfedpokladejme, Ze
podminka 97 | 72 +7+1 je splnéna pro tii riizné zbytky r € {2,3,...,96}, ozna¢me je x, y,
z. Potom 97 | 224+2+1a97 | y* +y+1, takze 97 | ® +x+1—y*—y—1 = (z—y)(z+y+1).
Protoze zbytky x, y jsou rizné, musi platit 97 | x+y+ 1. Analogicky pro = a z dostaneme
97|z +2z +1. Takze 97 | (r+y+1) —(x+2 +1) =y — 2, tedy y = 2, coz je hledany
Spor.

Kdyz budeme umocnovat na druhou jedno z ¢isel, tak poc¢inaje patym umocnénim se
nam budou dale opakovat zbytky, a to jednou z téchto moznosti:

(i) dalsim umocnovanim dostaneme vzdy zbytek 0.
(ii) dal$im umocrniovanim dostaneme vzdy zbytek 1.
(iii) dalsim umocnovanim se budou stfidat v néjakém potadi zbytky 35 a 61, coz jsou
pravé ty zbytky, které spliiuji 97 | r2 +r + 1.

A jelikoz jsou na tabuli 4 ¢isla, pro dvé z nich musi nastat stejnd moznost. Pokud se
zopakuje jedna z prvnich dvou moznosti, tak odectenim dostaneme zbytek 0. Pokud se
zopakuje tfeti moznost, pak umocnime prislusna ¢isla tak, aby obé dévala zbytek 35 a po
odecteni dostaneme zbytek 0. Takze vzdy muzeme dosahnout, ze rozdil nékterych dvou
¢isel bude nasobkem 97.
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KOMENTAR 1. Konkrétni hodnoty zbytki 35 a 61 ve skutecnosti najit nepotrebujeme
— stadi ukézat, 7e existuji nejuyse dva zbytky r splitujici 97 | r? + r + 1. JelikoZ periodu
1 mame jen pro zbytky 0 a 1, které vyse uvedené podmince nevyhovuji, v bodu (iii) jsou
posloupnosti, kde se stiidaji dvé rizna cisla. Tato ¢isla, pokud viibec existuji, vyhovuji
podmince 97 | r2 4+ r + 1, proto musi byt stejné nezavisle na pocateénim &isle na tabuli.

KOMENTAR 2. To, Ze existuji nejvyse dva zbytky r spliiujici 97 | r2 +7+1, lze ukazat
i jinak. Napriklad je mozné to (pracné) ovérit pro vsechny zbytky od 2 po 96, resp. oveérit
kongruenci r* = r. Jinou moznosti je odvolat se na fakt, ze 72 + r + 1 je kvadraticky
polynom, ktery ma modulo prvocislo 97 nejvyse dva koteny. (Tyto kofeny lze také vycislit
explicitné pomoci diskriminantu 12—4-1-1 = —3 = 262 jako (—1£26)-27! = (—1426)-49,
coz dava 35 a 61.)

JINE RESEN{. VSimnéme si, Ze 97 je prvocislo. Pokud jsou alespori dvé ¢isla na tabuli
nasobkem 97, tak jejich rozdil bude také délitelny 97. Predpokladejme proto, Ze jsou na
tabuli napsana alespon 3 cisla a, b, ¢, kterd nejsou délitelnd 97.

Jelikoz 97 je liché prvocislo, existuje primitivni prvek* r modulo 97, tedy d¢islo r
takové, Ze mezi ¢isly 71,72, ..., 7% se vyskytuji vSechny nenulové zbytky modulo 97. To
znamena, ze existuje prirozené ¢islo a takové, ze r® = a. Po péti umocnénich dostaneme
a®? = 132 7 malé Fermatovy véty mame r% = 1323 = 1. Cislo a miZeme vyjadfit
pomoci nezapornych celych ¢isel m, n, kde n < 3, jako @« = 3m + n. To znamena, ze
zbytek @32 = 320 = p323mA3In = (p323)ym 320 = 1. 32 je roven jednomu ze zbytkil
320 p321 4322 Podobné pro b a ¢ najdeme exponenty 3 a 7 takové, Ze plati r® = b
a 17 = c¢. Analogicky dostaneme, 7e zbytky 32 = 3% a 32 = 327 jsou rovny jednomu
ze zbytki 7320, 321 9322,

Pokud davaji dvé z éisel a®2, b3?, ¢3? stejny zbytek, pak 97 déli jejich rozdil. Pokud
dévaji vSechna t¥i ¢isla riizné zbytky, bez tjmy na obecnosti at plati 32 = r32 a ¢3? = 322,
Pak stac¢i b umocnit na druhou a rozdil 6% — ¢3? bude nasobkem 97.

KOMENTAR. Vzhledem k tomu, ze modulo 97 existuje jen koneéné mnoho zbytki,
muzeme tulohu Tesit i tak, ze sledujeme, na jaky zbytek se kazdy zbytek zobrazi po
umocnéni na druhou. Tento proces si mizeme predstavit jako orientovany graf, kde ma
kazdy vrchol pravé jednu vystupni hranu. Pomoci toho lze ukéazat, ze z kazdého ze ¢tyr
¢isel na tabuli se po jistém koneéném poctu krok stane jedno ze tii ¢isel: 0, 1 nebo 61.
(Zbytek 61 se zobrazi na zbytek 35 a zbytek 35 se zobrazi na zbytek 61.)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

Pred fesenim této tulohy vdm doporucujeme seznamit se s kongruencemi. Zapis a = b
(mod d) vyjadiuje, Ze celd ¢isla a, b dévaji stejny zbytek po déleni kladnym celym ¢&islem
d. Cteme jej a je kongruentni s b modulo d. Pro hlubsi sezndmeni s kongruencemi vyborné
poslouzi brozurka Aloise Apfelbecka Kongruence z edice Skola mladijch matematikii.

N1. VyzkouSejte si soutézni{ dlohu pro mensi ¢isla nez 97, napiiklad pro 5 a 7. [Lze ukézat, ze
pro ¢islo 7 tvrzeni tlohy plati. Pro ¢islo 5 tvrzeni také plati, a dokonce by platilo i kdyby
na tabuli byla napsdna pouze 3 pfirozend ¢isla.|

N2. Necht p je prvocislo a a celé ¢islo, které neni délitelné ¢islem p. Ukazte, ze vezmeme-li
v8echny nenulové zbytky 1,2,...,p — 1 po déleni ¢islem p, vynasobime je Cislem a
a nasledné opét vezmeme zbytky po déleni ¢islem p, dostaneme stejnou mnozinu zbytkta

* Pokud jste se s primitivnimi prvky jesté nesetkali, vice informaci naleznete napiiklad na Wikipedii.
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75. ROCNIK MO (2025/2026) DOMACI KOLO KATEGORIE A

N3.

N4.

Nb5.

N6.

D1.

D2.

D3.

D4.

jako na zac¢atku. [UkéZeme, Ze zobrazeni, které pfifadi zbytku z € {1,2,...,p—1} zbytek
a-x po déleni p, je prosté. Pokud plati a-x = a-y (mod p), pak a(x—y) =0 (mod p).
ProtoZe a neni délitelné ¢islem p, musi platit z —y =0 (mod p), tedy x =y (mod p).
To znamend, Ze zobrazeni, které pfitadi z € {1,2,...,p — 1} zbytek a - x po déleni p,
je prosté. A protoze x i zbytek a - x po déleni p jsou prvky mnoziny {1,2,...,p — 1},
nésobeni ¢islem a modulo p jen preusporddd tuto mnozinu.]

Necht p je prvocislo a a celé ¢islo, které neni délitelné ¢islem p. Ukazte, Ze existuje prave
jeden zbytek b, pro ktery plati a -b =1 (mod p). (Takovy prvek b se nazyva inverzni
prvek k a modulo p a oznacéujeme jej a~!). [Vyuzijeme tlohu N2 pro a. Jelikoz ndsobenim
vSech nenulovych zbytku ¢islem a dostaneme stejnou mnozinu zbytkia, musi existovat b
takové, ze a-b =1 (mod p). Jak jsme ukézali v tiloze N2, toto zobrazeni je prosté, proto
je b jednoznaéné uréeno.]

Dokazte malou Fermatovu vétu: Necht p je prvocislo a a celé ¢islo, které neni délitelné
¢islem p. Potom p déli ¢fslo aP~t — 1. [Cheeme ukézat, 7ze plati 1 = aP~1  (mod p).
S vyuzitim tlohy N2 dostdvdme, ze plati 1-2-...-(p—1)=a -2a-...-(p—1)a (mod p),
takze (p — 1)! = a1 (p — 1)!. Jelikoz (p — 1)! neni délitelné p, tak 1 = a?~ (mod p).]
Necht p je prvocislo a a, b, ¢ jsou cela ¢isla, pricemz p nedéli a. Dokazte, Zze podminka
p | az?® + bx + ¢ je splnéna nejvyse pro dvé rizné hodnoty = € {0,1,2,...,p — 1}. [Pro
spor piedpoklddejme, Ze podminka p | az? + bx + ¢ je splnéna pro tii rtzné hodnoty
r €1{0,1,2,3,...,p — 1}, ozna¢me je y, z, w. Potom p | ay® + by +cap| az? + bz + ¢,
takze p | ay? +by+c—(az2 +bz+c) =aly—2)(y+2) + by —2) = (y — 2)(ay + az +b).
Protoze p nedéli y — z, musi platit p | ay + az + b. Analogicky pro y a w dostdvame, ze
p | ay+aw+b. Takze p | ay+az+b— (ay + aw +b) = a(z — w). Ale p nedéli ani a a ani
z — w, coz je hledany spor.]

Dokazte, Ze &islo 22925 — 8 je délitelné 56. [Mocniny dvojky dévaji pti déleni 56 po fadé
zbytky 2, 4, 8, 16, 32, 8, 16, 32, 8, 16, 32,... Jelikoz zbytek nésledujici mocniny je
jednoznacné urcen zbytkem pfedeslé mocniny, tak po zbytku 8 se bude opakovat uz jen
trojice zbytkua 8, 16, 32. Jelikoz 2025 je délitelné tfemi a kazda mocnina s exponentem
délitelnym tfemi dava zbytek 8, tak 22025 —8 =8 —8 =0 (mod 56).]

Necht p je liché prvoéislo. Cislo a € {1,2,...,p— 1} nazyvame kvadraticky zbytek modulo
p, pokud existuje celé &islo x, pro které plati > = a  (mod p). DokaZte, Ze v mnoziné
{1,2,...,p — 1} je stejné mnoho kvadratickych zbytkt modulo p jako ¢isel, kterd nejsou
kvadratickym zbytkem modulo p. [V&imnéme si, ze 22 = 3? plati pravé tehdy, kdyz
(x —y)(z +y) =22 —y? = 0, tedy pravé tehdy, kdyz plati x = y nebo x = —y. Z toho
vyplyva, ze mezi 12,22 ... (p — 1)? se ndm vyskytne kazdy kvadraticky zbytek prave
dvakrat, jednou jako z2 a jednou jako (p — )%, pro vhodné z, kde z < p — x. Proto
se staci divat jen na prvni polovinu, tedy na 12,22, ..., (25%)2, tyto zbytky jsou modulo
p navzajem ruzné, takze kvadratickych zbytku je 2 ;1, coz je pravé polovina ze vsech
nenulovych zbytki.]

Dokazte jednu ¢ast Wilsonovy véty: pokud p je prvocislo, pak (p — 1)! = =1 (mod p).
[Podle tlohy N2 existuje ke kazdému zbytku a inverzni prvek a~!, tedy zbytek takovy,
ze a-a~! = 1. Uréime, kdy plati a = a~'. Vynasobenim a dostdvdme a?> = 1, z toho
(a—1)(a+1) =0, takZze a = 1 nebo a = —1 = p— 1, protoZe p je prvodcislo. To znamena,
7e v mnoziné zbytkia {1,2,...,p — 1} umime vSechna &isla az na 1 a p — 1 usporddat do
dvojic, jejichz soucin dava zbytek 1. Proto plati (p—1)!'=1-2---(p—1) =1-(p—1) = —1]
Dokazte, ze kazda nekoneénd posloupnost (ag,aq,as,...) celych &isel takovd, ze plati
ap 2 1 a apyq € {2022a, — 1,2022a,, + 1} pro vSechny indexy n, obsahuje nekone¢né
mnoho sloZenych ¢isel. [A-71-11-4]

Uvazujme posloupnost ai,as,... definovanou vztahem a, = 2" 4+ 3" + 6™ — 1 pro
n = 1,2,... Urcete vSechna kladnda cela cisla, kterd jsou nesoudélnd s kazdym clenem
této posloupnosti. [IMO-2005 P4]
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