75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Ulohy 8kolniho kola kategorie A

1. Rekneme, Ze trojice realnych &isel a, b, ¢ je dobrd, pokud plati
1 1 1
-+-+-=0 a a+b+c=1
a b c

a) Najdéte priklad dobré trojice.
b) Urcete vSechny mozné hodnoty vyrazu

b e ca

c a b’

kde trojice a, b, c je dobra.

2. Kladné celé ¢islo nazveme mozaikové, pokud ma mezi ¢isly 1, 2, 3, 4, 5, 6 alespon ¢tyti
délitele. Rozhodnéte, zda lze z libovolnych tii mozaikovych cisel vybrat dvé, jejichz
soucet je mozaikovy.

3.V tétivovém ctytuhelniku ABCD oznac¢me P prusecik thlopricek. Déle oznacme
H prisecik vysek trojihelniku APB. Predpokladejme, ze plati |AP|+ |PB| =
= |AD| + |BC|. Dokazte, ze |HC| = |HD|.

Skolnf kolo kategorie A se kon4
v utery 9. prosince 2025

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni tloh 4 hodiny c¢istého casu; pripadné
dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich
20 minutach. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodi;
hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu, vysledky vsech
potfebnych pisemnych nebo pamétnych vypocti musi byt
zaznamendny. Usp&Snym Fesitelem je ten 7k, ktery zisks
10 bodu nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a ryso-
vaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky
ani zadné jiné elektronické pomitcky dovoleny nejsou. Tyto
udaje se zakum sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Rekneme, Ze trojice redlnyjch c¢isel a, b, ¢ je dobra, pokud plati

11 1
- +-+-=0 a a+b+c=1.
a b ¢

a) Najdéte priklad dobré trojice.

b) Urcete vsechny mozné hodnoty vjrazu

ab be ca

c a b’

kde trojice a, b, c je dobrd. (Jaromir Simsa)

RESENT. a) Vyhovuje napiiklad trojice (a,b,c) = (—1/3,2/3,2/3), protoze

1+1+1 3+3+3 0 +b+ 1+2+2 1
—+-4+-=—4+=-+-=0 a a c=—=+-+-=-=1.
a b ¢ 12 2 3 3 3

P0OzZNAMKA. Analyzou podminek ze zadani lze ukdzat, Ze existuje nekoneéné mnoho
dobrych trojic. Trojice (a, b, c) je dobrd, pravé kdyz bod o téchto souradnicich lezi na
kruznici, kterd je priinikem kulové plochy a? 4+ b? 4+ ¢? =1 a roviny a + b+ ¢ = 1.

KOMENTAR. Prestoze je podané FeSeni Césti a) uplné, vysvétlime, jak pifklad dobré
trojice najit. Z prvni rovnice dostavame, ze dobré trojice tvaru (a, a, a) zfejmé neexistuje.
Hledejme proto dobrou trojici ve tvaru (a, b, b). Potom prvni zadana rovnost mé tvar

0=—+>+

1 1 1
a b ¢

1,2

b

takze je splnéna pravé tehdy, kdyz —2a = b = ¢ # 0. Druha zadana rovnost mé tvar
l=a+b+c=a+(—2a)+ (—2a) = —3a,

takze plati pro a = —1/3, ¢emuz odpovida b = ¢ = 2/3. Prikladem dobré trojice je proto
(a,b,¢) = (—1/3,2/3,2/3).
b) Upravou prvni rovnosti dostaneme

1 1 1 ab + be + ca
ot o= ——

a b ¢ abc ’

ab —bc — ca be —ca — ab ca —ab — be
—=———=—-b—a, —=————=—¢c—0b, — = = —a—c.
c c a a b b

Jejich sectenim a uzitim rovnosti a + b + ¢ = 1 ziskame

b b
%—k;c—i—%:(—b—a)+(—c—b)+(—a—c):—2(a+b+c):—2.

Cislo —2 je tak jedind moznd hodnota zadaného vyrazu. Tuto hodnotu dostaneme
napiiklad volbou dobré trojice (a,b,c) = (—1/3,2/3,2/3) z ¢asti a).
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JINE RESENI. Ukdzeme jiny zpusob, jak TeSit ¢dst b). Stejné jako v prvnim FeSeni
odvodime rovnost ab + bc + ca = 0. Umocnénim této rovnosti dostaneme
0 = (ab+ be + ca)? = a®b* + b?c? + c2a® + 2a*be + 2ab*c + 2abc?,
takze plati
a?b® + b*c* + c*a* = —2a’bc — 2ab*c — 2abc* = —2abc(a + b+ c).
Upravime zadany vyraz

ab  be ca  a?b? + b A+ c2a® —2abc(a+b+c)
—+—+—= = = 2(a+b+c)=-2
c a b abe abe

PozNAMKA. Existuje vice zpusobu, jak Fesit ¢ast b). Naptiklad je mozné vyhnout se
odvozeni rovnosti ab + bc + ca = 0, a to upravou zadaného vztahu
1 1 1 a+b 1

— — —_ = —:O
a+b+c ab +c ’

takze po vynasobeni ab dostaneme

ab

— =—a—0.
c
Podobné upravime i ostatni ¢leny a feseni dokonc¢ime jako ve vyse uvedeném reseni.

V Tesenich ¢ésti a) udélte body nasledovneé:
A1l. Uvedeni spravné trojice (i bez ovéfeni podminek): 2 body.
A2. Spravny myslenkovy postup, ktery vsak vede k nespravnému vysledku z diavodu numerické chyby:
1 bod.
Celkové za ¢dst a) dejte max(Al, A2) bodi.
V fesenich ¢asti b) udélte body nésledovné:
B1. Uplné fedeni: 4 body.
B2. Odvozeni ab+ bc+ ca =0z %—i—%—i—% =0: 1 bod.
B3. Odvozeni alespon jedné rovnosti tvaru %b = —a — b: 2 body.
B4. Uvedeni odpovédi —2 bez zdtuvodnéni: 1 bod.
Celkové za ¢ast b) udélte max(B1, B2, B3, B4) bodai.
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2. Kladné celé cislo nazveme mozaikové, pokud md mezi cisly 1, 2, 3, 4, 5, 6 alespon
ctyri déelitele. Rozhodneéte, zda lze z libovolngjch tri mozaikovych cisel vybrat dvé, jejichz
soucet je mozaikovy. (Dominik Martin Rigasz)

RESENI. Necht n je libovolné mozaikové ¢islo. Je jisté délitelné ¢islem 1. Aby mélo
alespon ¢tyfi délitele v mnoziné M = {1,2,3,4,5,6}, ma v ni alespon tii dalsi délitele.

Pokud by n nebylo délitelné ¢islem 2, pak nemtze byt délitelné ani ¢isly 4 a 6. V tomto
pripadé by jeho jedinymi moznymi déliteli z mnoziny M byla éisla 1, 3, 5. To jsou vSak
jen tri délitele z mnoziny M, coz je ve sporu s definici mozaikového c¢isla, které je musi
mit alespon ¢tyti. Kazdé mozaikové ¢islo musi byt proto délitelné ¢isly 1 a 2.

Kromé 1 a 2 musi mit n jesté alespon dva jiné délitele z mnoziny M. Uvazime dva
pripady:

e Necht 3 je délitelem n. Jelikoz i 2 je délitelem n, tak i 6 je délitelem n. Odtud plyne,
ze n ma v mnoziné M alespon ¢tyti délitele, a to 1, 2, 3, 6.

e Necht 3 neni délitelem n. Pak ani 6 neni délitelem n. Zbyvajici mozné délitele
z mnoziny M jsou 4, 5. Aby mélo n alespon ¢tyii délitele v mnoziné M, je délitelné
obéma ¢isly. V tomto pripadé ma n v mnoziné M praveé 4 délitele, a to 1, 2, 4, 5.

To znamend, ze kazdé mozaikové ¢islo je délitelné ctverici 1, 2, 3, 6 nebo ¢tverici 1,
2,4, 5.

Mame-li t1i libovolnd mozaikova ¢isla, pak najdeme alespon dvé, kterd obé sdileji
délitele 1, 2, 3, 6 nebo najdeme alespon dvé, kterd obé sdileji délitele 1, 2, 4, 5 (pouzivame
zde Dirichletuv princip).

Uvazujme soucet takovych dvou mozaikovych ¢isel. Protoze obé ¢isla jsou délitelna
kazdym ¢islem z piislusné ctverice (1, 2, 3, 6 nebo 1, 2, 4, 5), jejich soucet musi byt
rovnéz délitelny kazdym cislem z této c¢tverice. To znamend, ze soucet této dvojice ma
jisté alespon ctyri délitele z mnoziny M, a proto je podle zadani mozaikovy.

JINE RESENI. UkdZeme, Ze kazdé kladné celé ¢&islo je mozaikové pravé tehdy, kdyZ je
délitelné ¢islem 6 nebo cislem 20.

Pokud 6 | n, pak je ¢islo n délitelné ¢isly 1, 2, 3 i 6. Pokud 20 | n, pak je n délitelné
¢isly 1, 2, 4 a 5. Tedy v obou pripadech je ¢islo n mozaikové.

Naopak, at je n mozaikové. Pokud 6 { n, pak alespon jedno z ¢isel 2, 3 nedéli n.
Pokud 2 { n, tak ani 4 { n. Zustavaji mozné délitele 1,3, 5, 6, ale jelikoz 6 t n, ¢islo n nema
CtyTi ruzné délitele mezi ¢isly 1,...,6, coz je ve sporu s tim, ze je mozaikové. Tedy 2 | n.
JelikoZ 6 1 n, musi platit 3 1 n. A jelikoz 6 1 n a 3 1 n, aby mélo n alespon ¢tyri délitele
mezi 1,...,6, musi ho délit ¢isla 1,2,4,5, takze 20 | n.

To znamend, Ze mezi tfemi mozaikovymi ¢isly budou alespon dvé cisla nasobky 6
(pak je i jejich soucet nasobkem 6) nebo budou alespon dvé ¢isla nasobky 20 (pak je i
jejich soucet ndsobkem 20). V obou pripadech je soucet mozaikovy.

Za Uplné teseni udélte 6 bodt. V neuplnych fesenich ocente ¢astecné kroky z vysSe popsanych postupt
nasledovné:
Al. Pozorovéani, ze kazdé mozaikové ¢islo musi byt délitelné ¢islem 2: 1 bod
A2. Dtikaz, ze mozaikové ¢islo musi mit délitele 1, 2, 3, 6 (tj. je délitelné 6) nebo délitele 1, 2, 4, 5 (tj.
je délitelné 20): 4 body
B1. Dokonceni feseni za predpokladu A2: 2 body
Celkové za neiplnd FeSeni udélte max(Al, A2) 4+ B1 bodu.
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3. V tetivovém ctyrihelniku ABCD oznacme P prusecik uhlopricek. Ddle oznacme H
prusecik vysek trojiuhelniku APB. Predpoklidejme, Ze plati |AP|+ |PB| = |AD| +
+ |BC|. Dokazte, ze |HC| = |HD|. (Josef Tkadlec, Michal Janik)

RESENT. Ukdzeme, 7e plati |AP| = |AD| a |BP| = |BC/|. Jelikoz ¢tyithelnik ABC'D
je tétivovy, pro obvodové thly prislusné oblouku AB plati |[<ADB| = |<ACB]|. Déle
plati |[xAPD| = | BPC|. Odtud dostavame, Ze trojihelniky APD a BPC jsou podobné
podle véty uu. Existuje tak konstanta k > 0, ze |PB| = k- |AP| a |BC| = k- |AD|.
Z predpokladu mame

|AP| + |PB| = |AD| + |BC|,
|AP|+ k- |AP| = |AD|+ k- |AD|,
(1+k)-|AP|=(1+k)-|AD|,
|AP| = |AD|.
A jelikoz |AP| = |AD|, tak z rovnosti |AP| + |PB| = |AD| + |BC| dostévame, ze plati
i |PB| = |BC|. Takze trojihelniky APD a BPC jsou rovnoramenné se zékladnami po
fadé PD a PC.

Trojuhelnik AP D je rovnoramenny, proto osa zakladny PD splyva s vyskou ke strané
PB v trojuhelniku ABP. Tedy bod H lezi na ose tsecky PD, a plati tak |HD| = |HP)|.
Analogicky dostaneme, ze plati |HC| = |HP|, tedy plati |HC| = |HP| = |HD|, jak jsme
chtéli ukazat.

POzZNAMKA. Lze ukézat, ze H je stfedem oblouku C'D neobsahujiciho A, B kruznice
opsané ¢tyfihelniku ABCD, tedy tzv. ,Svrékovym bodem® trojihelnikia DAC a DBC
vzhledem k A a B. Plyne to z faktu, ze H lezi na osach ihli DAC a DBC. Jelikoz H je
stfedem zminéného oblouku C'D, plati |HC| = |H D).

Za Uplné teseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky z vysSe popsanych postupt

nasledovné:

A1. Uvedeni, ze trojuhelniky APD a BPC' jsou podobné: 1 bod

A2. Diikaz, ze alespon jeden z trojihelnikit APD a BPC je rovnoramenny: 3 body

B1. Dikaz rovnosti |HC| = |HP| nebo |HD| = |HP| za predpokladu rovnoramennosti trojihelniki
APD a BPC: 2 body

B2. Dukaz, ze H je stfedem oblouku C'D kruznice opsané ¢tyfihelniku ABC D neobsahujictho A, B, za
predpokladu rovnoramennosti trojihelniki APD a BPC': 2 body
Celkové za nedplnd feseni udélte max(Al, A2) + max(B1, B2) bodu.
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