75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/26)

. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Rodina dvou dospélych se dvéma nezletilymi détmi vyrazila na lyzovacku. V lyzarském
arealu je cena skipasu pro dospélého vyjadiena v celych stovkach korun, détsky skipas je
0 600 K¢ levnéjsi. Areal nabizi dvé slevy: prvni je sleva 10 % na skipas pro kazdého, druhou
slevou je rodinné vstupenka, ve které jsou détské skipasy zlevnény o 20 % a skipasy pro
dospélé jsou za plnou cenu.

Nejprve chtéli koupit vSechny ¢tyfi skipasy s 10% slevou. Nakonec maminka vyuzila
10% slevu a tatinek s détmi si koupili rodinnou vstupenku — takto je ndkup vysel levnéji.
Kolik nejméné mohl stat nezlevnény skipas pro dospélého? (T. Barta)

Mozné feseni. Cenu skipasu pro dospélého v K¢ oznacime x. Cena skipasi pro celou

rodinu beze slev je
2z + 2(x — 600) = 4z — 1200.

Cena skipasii s uplatnénou 10% slevou pro vSechny by byla
0,9 - (4= — 1200) = 3,62 — 1080.

Cena skipasi v pfipadé, kdy maminka vyuzije 10% slevu a tatinek s détmi si koupi rodinnou
vstupenku, je

0,92 + z + 0,8 - 2(z — 600) = 3,52 — 960.

Druha moznost je vyhodnéjsi nez prvni, prave kdyz

3,6 — 1080 > 3,5z — 960,
0,1x > 120,
x > 1200.

Tedy skipas pro dospé€lého stoji v celych stovkach korun vice nez 1200 K¢.
Nezlevnény skipas pro dospé€lého stoji nejméné 1300 K¢.

Poznamka. Cena skipasu pro dospélého je celo¢iselnym nasobkem stokorun. Ulohu lze
fesit postupnym ovérovanim moznosti pro z = 700, 800, ...

Hodnoceni. Po 1 bodu za kazdé ze tfi vyjadfeni cen skipasi pomoci neznamé x; 2 body
za sestaveni nerovnice a jeji dofeseni; 1 bod za srozumitelnost a kvalitu komentare.

Pii zkouSeni moznosti zohlednéte tplnost komentare. Nahodné odhalené nezdivod-
néné feseni hodnotte 2 body.



Z9-11-2
Najdéte vSechna prirozenéa ¢isla s nasledujicimi vlastnostmi:
e (islo je Ctyfmistné,
e na misté desitek je cislice 5,
e po odstranéni poslednich dvou ¢islic vznikne ¢islo, které je 103krat mensi.

(K. Pechous)
MozZné fesSeni. Podle prvnich dvou podminek je ¢islo tvaru abbc, kde a, b, ¢ jsou neznamé
¢islice (a # 0). Podle posledni podminky plati
ab5c = 103 - ab.

Tuto rovnost miizeme upravit nasledovné:

100 - ab + 5¢ = 100 - ab + 3 - ab,
5c=3-ab
Tedy trojnasobek &isla ab je v rozmezi od 50 do 59. Nésobky tii v tomto rozmezi jsou jen

51, 54 a 57. Odpovidajici dvojéisli ab jsou 17, 18 a 19.
Vsechna ¢isla s uvedenymi vlastnostmi jsou 1751, 1854 a 1957.

Poznamka. Posledni podminku ze zadéani lze zapsat jako
1000a + 1006 + 50 + ¢ = 103 (10a + b),

coz po upravach dava 50 + ¢ = 3 (10a + b).

Hodnoceni. 1 bod za zapis pomoci neznamych; 2 body za upravy a rozbor moznosti; po
1 bodu za kazdy spravny vysledek.

Z9-11-3
Prirozené cislo se nazyva kostickove, pokud jeho zapis obsahuje cislici nebo skupinu
po sobé jdoucich ¢islic, jez jsou zapisem tfeti mocniny kladného celého éisla. (Napf. ¢isla
279 a 729 jsou kostickova, ¢isla 297 a 792 nikoli.)
Urcete pocet vsech trojmistnych kostickovych ¢isel tvorenych pouze sudymi ¢islicemi.
(M. Dillingerovad)

MozZné reseni. Nejvyse trojmistnd cisla, kterd jsou tfetimi mocninami jsou
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729.

V tomto vyctu neni zadné vyhovujici kostickové ¢islo. Vyhovujici ¢isla musi obsahovat
dvojéisli 64 nebo ¢islici 8 (tyto moznosti se nevylucuji). Dalsi pouzitelné ¢islice jsou 0, 2,
4, 6.

Abychom nic neopomnéli a néco nezahrnuli dvakrat, budeme vyhovujici ¢isla pocitat
postupné (v kazdém bodé vylu¢ujeme moznosti zapoctené dfive):
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Cisel obsahujicich ¢islici 8 na prvnim misté je 5 -5 = 25 (na zbylych mistech mohou
byt jakékoli sudé éislice).

Cisel obsahujicich ¢islici 8 na druhém misté je 3 -5 = 15 (na prvnim misté neni 0, ani
8).

Cisel obsahujicich ¢islici 8 na tietim misté je 3 - 4 = 12 (na prvnim misté neni 0, ani
8, na druhém misté neni 8).

Cisla za¢inajici dvojéislim 64 jsou 4 (na tietim misté neni 8).

Cisla konéici dvojéislim 64 jsou 3 (na prvnim misté neni 0, ani 8).

Vyhovujicich kostickovych ¢isel je 25 4+ 15+ 12+ 4 + 3 = 59.

Poznamka. Postupny rozbor moznosti lze organizovat ruzné (napt. podle éislice na prv-
nim misté). Je také mozné vSechna vyhovujici ¢isla vypisovat.

Hodnoceni. 1 bod za vycet trojmistnych tfetich mocnin; 1 bod za poznatek, ze vyhovujici
¢isla musi obsahovat 64 nebo 8; 3 body za systematicky rozbor ¢i vypis moznosti; 1 bod
za vysledek.

Z9-11-4

V trojihelniku ABC je na strané AB bod D, na strané BC je bod E a bod F je
priisecikem tiseéek AE a C'D. Obsah trojihelnikit ADF, AFC a CFE je po fadé 35cm?,
70 cm? a 20 cm?.

Urcete obsahy trojuhelniki DEF a BED. (I. Jancigova)

Mozné feSeni. Znizornéni situace véetné znamych obsaht muze vypadat takto:

C

35
A D B

Je zde mnoho dvojic trojuhelniki se stejnymi vyskami ze spole¢ného vrcholu (viz
napt. trojuhelniky ACF a AF D). Pro kazdou takovou dvojici trojuhelnikt plati, Ze pomér
jejich obsahi je stejny jako pomér délek stran proti spolecnému vrcholu. Tento poznatek
vyuzijeme opakované a odtud odvodime hledané obsahy.

Usec¢ku CD rozdélenou bodem F sdili trojuhelniky ACF a AF D, které maji spoleény
vrchol A, a tedy stejnou vysku z tohoto vrcholu. Proto plati

|CF|:|FD| = Sacr : Sarp.
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Tutéz trojici kolinearnich bodu sdili také trojuhelniky EC'F a EF D, tedy plati
|CF|:|FD|= Sgcr : SEFD-

Porovnanim ptfedchozich dvou rovnosti dostavame iiméru mezi obsahy trojuhelnikt, odkud
po dosazeni a tpravé vyjadiime nezndmy obsah:

Sacr : Sarp = Secr : SEFD,
70:35=20: Sgrp,
Seprp =20-35:70 =10.
Obsah trojihelniku DEF je 10 cm?.

C

A D B

Usecku BC rozdélenou bodem FE sdili trojuhelniky DBE a DEC a také trojuhelniky
ABFE a AEC. Tedy plati

|BE| : |EC| = SpBE : Spec = SaBe : SAEC.
Po dosazeni a upravé vyjadiime neznamy obsah (ktery zkracené znadime S):
S :30 = (S +45) : 90,
905 =30 (S +45),
60.S = 30 - 45,
S =45:2=22p5.
Obsah trojthelniku BED je 22,5 cm?.

Poznamka. Popsané vlastnosti lze pouzit rizné. Napt. ivaha ve druhé ¢asti tlohy vzta-
zena k déleni tisecky AB bodem D dava

|AD| : |DB| = Scap : Seep = Seap : Seps,
coz po dosazeni a upraveé vede k témuz vysledku jako vyse:
105: (S +30) =45: S,
1055 = 45(S + 30),
605 = 45 - 30,
S =45:2=225.

Hodnoceni. 2 body za obsah trojahelniku DEF'; 3 body za obsah trojihelniku BED;
1 bod za srozumitelnost tprav a kvalitu komentéare.



