75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Ulohy $kolniho kola kategorie B

1. Rozhodnéte, zda je mozné oznacit hrany krychle ¢isly 1,2,...,12 tak, aby kazdé cislo
bylo pouzito a aby pro kazdy vrchol byl soucet ¢isel hran, které z néj vychéazeji, stejny.

2. Mate pravitko bez méritka, které umoznuje pouze vést primku libovolnymi dvéma
body, a kruzitko, kterym lze rysovat pouze kruznice s libovolnym celociselnym
polomérem. Popiste a zdivodnéte konstrukci rovnostranného trojuhelniku o strané

délky /7.

3. Prirozené ¢islo nazveme pétinové, pokud piesné 20 % jeho délitelu kondi cislict 5.
a) Naleznéte néjaké pétinové cislo.
b) Dokazte, Ze kazdé pétinové ¢islo ma presné 60 % délitela kondcicich ¢islici 0.

Skolnf kolo kategorie B se kond
v utery 27. ledna 2026

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni tloh 4 hodiny c¢istého casu; pripadné
dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich
20 minutach. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodi;
hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu, vysledky vsech
potfebnych pisemnych nebo pamétnych vypocti musi byt
zaznamendny. UspéSnym fesitelem je ten zak, ktery zisks
10 bodu nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a ryso-
vaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky
ani zadné jiné elektronické pomitcky dovoleny nejsou. Tyto
udaje se zakum sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Rozhodnéte, zda je mozné oznacit hrany krychle ¢isly 1,2,...,12 tak, aby kaZdé cislo
bylo pouzito a aby pro kazdy vrchol byl soucet cisel hran, které z nej vychazeji, stejny.
(Méria Doméanyova)

RESENI. UkéZeme, Ze to neni mozné. Pro spor predpokladejme, Ze to mozné je,
a ozna¢me S soucet Cisel hran u kazdého z vrcholi. Protoze kazda hrana spojuje dva
vrcholy, je jeji ¢islo zapocitano do soucti u dvou vrcholi, a dvojnasobek souctu cisel
u vsSech hran je tak roven 85. Plati tedy

85 =2(1+2+...4+12) =156

a odtud tpravou

156
S=—=195.
8 J

Cislo S jakozto soucet nékolika celych ¢isel musi byt celé. To je spor, a tedy hrany krychle
neni mozné pozadovanym zpusobem oznacit.

JINE RESENT. Uvaha z predchozfho FeSeni lze obménit ndsledovné:
¢tverice vrcholil vyznacenych na obrazku ma tu vlastnost, ze kazda hrana
krychle vychazi z pravé jednoho z nich. To znamend, Ze soucet vSech ¢isel
u hran je roven 45, coz vede na stejnou rovnost a spor s celociselnosti S
jako v predchozim TesSeni.

KOMENTAR. Uveden4 feSeni jsou formulovana jako diikaz sporem na zdkladé struc-
ného argumentu, ktery se miize zdat obtizné vymyslet. Touto poznamkou bychom chtéli
¢tenafe presvédcit, ze se jedna o velmi prirozeny argument. Nejprve se pokousime hra-
nam néjakym zptusobem pritazovat cisla a zkoumame, jak se chovaji soucty u jednotlivych
vrcholii. Predpokladejme, Ze jednim takovym pokusem jsme prifadili hranam kolem jed-
noho vrcholu ¢isla 5, 7 a 10. To dava soucet 22, takze kolem obou krajnich vrcholt hrany
s ¢islem 1 musi byt (disjunktni) dvojice ¢isel se souctem 21. Takovou dvojici méme ale uz
jen jednu (12 a 9), takze dochazime k zavéru, ze tato ¢isla byla jakozto ohodnoceni tro-
jice hran vychazejicich ze stejného vrcholu krychle prilis velka. Obecnéji, protoze mame
presné dano, kterd cisla mame k dispozici, tak zvolime-li kolem jednoho vrcholu prilis
velkd ¢isla, nutné na jiné vrcholy zbydou ¢isla prilis mala na to, aby mohly soucty u vr-
cholti vyjit vSechny stejné. Tedy samotnd hodnota soucti S nesmi byt prilis vysoka ani
prilis nizkd. Na S se museji se¢ist néjaka tii ¢isla z mnoziny {1, ..., 12}, tedy

1+2+3=6<S<10+11+12 =33

— vidime, ze omezeni ziskané rozborem situace jen u jediného vrcholu je velmi slabé.
Podivejme se na dva protéjsi vrcholy krychle. Ty nemaji zadné spoleéné hrany a cisla
u nich se neopakuji, takze se¢tenim c¢isel u téchto Sesti hran dostaneme nerovnosti

1+42434+4+5+6=21<25<7+8+9+10+ 11+ 12 =57,

takze 10,5 £ 5 < 28,5, coz uz je tésnéjsi odhad. Je ziejmé, Ze idedlni by bylo do odhadu
zapojit vsech dvanact ¢isel (pak by dvé nerovnosti presly v jednu rovnost). Musime si ale
rozmyslet, na které vrcholy se podivat, ke kterému vrcholu zapocitat ¢islo které hrany
a podobné, kterézto ivahy jsou jadrem zminénych vyse uvedenych reseni.
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P0zNAMKA. Dalsi moznosti je — podobné jako u prvni tlohy doméciho kola — sestavit
8 rovnic (pro kazdy vrchol jedna) o tfindcti nezndmych (¢isla u hran a soucet S) typu
a+ b+ c = S. Sectenim nékolika z nich a pomoci znalosti toho, ktera ¢isla se u hran
vyskytuji (vime, Ze jsou to ¢isla 1 az 12, kazdé pravé jednou, nezname ale jejich rozmisténi)
je také mozné dojit k vypocétu hodnoty S = 19,5.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ohodnotte kroky nasledovné:

A1l. Tvrzeni, Ze to neni mozné: 1 bod

A2. Oznadeni spole¢ného souctu u vrcholi (S) nebo zkoumdni této hodnoty: 1 bod

A3. Odvozeni néjakého platného odhadu na S (napf. jako v pozndmce vyse) nebo neplatné ale ,rozumné®
rovnice pro S (napf. 14 ...+ 12 =85): 1 bod

A4. Sestaveni spravné rovnice pro S: 3 body

A5. Argumentace necelociselnosti S a formulace zavéru: 1 bod

Celkové za netplnd feseni udélte Al 4+ A2 4+ max (A3, A4) + A5 bodu.
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2. Mate pravitko bez méritka, které umoznuje pouze vést primku libovolnymi dvéma body,
a kruzitko, kterym lze rysovat pouze kruznice s libovolnym celociselngm polomérem.
Popiste a zdivodnéte konstrukci rovnostranného trojihelniku o strané délky /7.

(Tomas Bérta)

RESENI{. Zékladni myslenkou je rozdélit tlohu na dvé &asti: sestrojit tsecku délky /7
a za pomoci této schopnosti ,,ofiznout” vétsi rovnostranny trojuhelnik — uvédomme si, ze
standardni postup konstrukce rovnostranného trojithelniku o dané délce strany (kterou jiz
mame sestrojenou jakozto tisecku) nase omezené kruzitko dovoluje pouze pro celociselné
délky.

Pro prvni ¢dst vyuZijeme Pythagorovu vétu ve tvaru a = v/ — b?, kde ¢ (délku
prepony) a b (délku jedné odvésny) zvolime jako vhodné celd ¢isla. Nabizi se ¢ = 4
a b =3, nebof

42-32=16-9=T.
Zbytek Teseni obsahuje cely postup konstrukee (viz obrézek 1):

1. Standardnim postupem sestrojime rovnostranny trojihelnik ABC' s néjakou celoci-
selnou délkou strany.

2. Bodem A vedeme kolmici p k pifimce AB. To lze provést i s omezenym kruzitkem
(a pravitkem) takto: na pfimce AB najdeme pomoci kruzitka dva rizné body X, Y
tak, aby |AX| = |AY| = r (bod A bude tedy stfedem tsecky XY') pro néjaké celé
¢islo r. Nésledné sestrojime priseciky kruznic o poloméru R (R celé, R > r) se stiedy
v X a Y. Jejich spojnici je hledand kolmice k primce AB prochazejici bodem A.

3. Pomoci kruznice se stiredem v A a polomérem 3 najdeme na piimce p bod K tak, ze
|AK| = 3 (mame dva pruseciky, z nasledujiciho postupu je vidét, Ze nezalezi na tom,
se kterym budeme pracovat).

4. Sestrojime kruznici se stfedem v bodé K a polomérem 4. Tato kruznice protne
polopiimku AB v pravé jednom bodé, ktery oznacime B’.

Obr. 1 Konstrukce bodu B’
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5. Trojihelnik AK B’ je pravothly s preponou KB’ délky 4 a odvésnou AK délky 3,
takze podle Pythagorovy véty plati

|AB'| = \/|IKB'|> — |AK|2 = /42 — 32 = /7.

6. Analogickym postupem najdeme na polopiimce AC bod C’ spliwjici |AC!| = /7.

7. Narysovanim piimky B’C’ pak ziskdme trojiuhelnik AB'C’, ktery spliuje |AB'| =
= |AC'| = VT a |9 B'AC'| = 60°, takie je rovnoramenny se zékladnou B'C’, a tedy
(dle véty sus) rovnostranny.

JINE RESENI. Alternativni moznosti ziskani tsecky s délkou /7 je pouziti jedné z Eu-
kleidovych veét, kde se také vyskytuji druhé mocniny délek. Naptiklad podle Eukleidovy
véta o vyice v trojtihelniku PQR s patou S vysky z vrcholu P plati, Ze | PS|? = |QS|-|RS)|,
takze volba |QS| =1 a |[RS| = 7 dava jednak spravnou délku vysky a soucasné kruznici
nad prumérem ()R muZzeme sestrojit nasim omezenym kruzitkem (délka jejtho poloméru
je % = 4). K ziskani pozadované délky na poloprimce AB (obsahujici stranu jiz se-
strojeného rovnostranného trojihelniku ABC') budeme délky 1 a 7 nandset na kolmici
k poloprimce AB vedenou bodem A, kterou sestrojime stejné jako v predchozim reSeni.

JINE RESENI. V tomto FeSeni ukdzeme, Ze jako vrcholy hledaného trojuhelniku lze
pouzit vhodné body jednotkové trojuhelnikové sité. Sestrojime kruznici o poloméru 1, na
ni zvolime libovolny bod, ten vezmeme jako stred dalsi jednotkové kruznice. V dalsim
kroku vezmeme jako stfed néktery se ziskanych prisecikt a postup opakujeme, dokud
neziskame vsechny oznacené body z obrazku 2.

VAT

ANAY7 WA
2N \VRY
AN

Obr. 2

R

Pak |Y Z| = \/7, coz lze ovéfit napt. pomoci kosinové véty v trojihelniku Y PZ
YZ|* = |PY|> + |PZ|> —=2-|PY|-|PZ| -cos|9ZPY| =4+1—2-2cos(120°) =7

nebo pomoci Pythagorovy véty pouzité v trojihelnicich PQY a ZQY (Q je pata kolmice
z bodu Y na piimku PZ neboli stied prislusné jednotkové tisecky RP.)

1

5\ 2 2
YZ]? = |QZ)* + QY > = |QZ]> + |PY | — |PQ|* = <§> +1- <§> =17
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Zbyva ukazat, ze i usecky XY a X Z maji stejnou délku. To je ale vidét ze symetrie celého
obrazku, presnéji ze shodnosti trojihelnika RZY, TXZ a SY X.

Za uplné reseni udélte 6 bodu.

e V netiplnych resenich postupujicich podle prvniho nebo druhého vzorového reseni ohodnotte kroky
nésledovné:

A1. Nalezeni vhodnych délek pro Pythagorovu vétu nebo ekvivalent: 2 body

A2. Popis konstrukce kolmice k pfimce jejim danym bodem: 1 bod

A3. Popis zbytku konstrukce vhodného pravothlého trojiuhelniku: 1 bod

A4. Pouziti rovnostranného trojihelniku s celo¢iselnou délkou strany: 1 bod

A5. Dokonceni konstrukce pozadovaného rovnostranného trojtihelniku a piislusné zdivodnéni: 1 bod

Celkové za netuplnd feseni udélte A1 + A2 + A3 + A4 + A5 bodu.
e Kroky feSeni postupujicich podle tfetiho vzorového feSeni (s trojihelnikovou sit{) ohodnotte takto:

B1. Popis konstrukce vhodné ¢asti jednotkové trojuhelnikové sité: 1 bod

B2. Nalezeni vrcholu sité tvoricich usecku délky /7 bez dikazu: 1 bod

B3. Nalezeni vrcholi sité tvoifcich rovnostranny trojihelnik o strané /7 bez dikazu: 2 body
B4. Dikaz tvrzeni B2 nebo B3: 3 body

Za tato FeSeni dejte celkem B1 4 max(B2, B3) 4+ B4 bod.
e Kroky odlisnych feseni ohodnotte takto:

C1. Konstrukce tsecky délky v/7 véetné zdivodnéni: 4 body
C2. Konstrukce rovnostranného trojihelniku s jiz sestrojenou necelociselnou délkou strany: 2 body

Za, tato TeSeni dejte celkem C1 + C2 bodu.
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3. Prirozené c¢islo nazveme pétinové, pokud presné 20 % jeho déliteld konci cislici 5.
a) Naleznéte néjaké pétinové cislo.
b) Dokazte, Ze kazdé pétinové cislo md presné 60 % déliteli koncicich cislici 0.
(Josef Tkadlec)

RESENI. Necht n mé prvodiselny rozklad n = 2 - 5° - m pro né&jaké celd ¢isla a, b > 0
a prirozené c¢islo m nesoudélné s 2 i s 5. Podobné jako v feseni druhé tlohy doméciho
kola ukdzeme, ze pocet délitelu™ cisla n je

d(n) = (a+ 1)(b+ 1)d(m).
kde d(m) je pocet délitelu cisla m. Kazdy takovy délitel je totiz tvaru
20.50 . k,

kdei € {0,1,...,a}, j € {0,1,...,b} a k je délitel ¢isla m, pFicemz ruzné trojice (i, j, k)
davaji ruzné délitele. Tedy mame a + 1 moznosti pri vybéru exponentu 7, b + 1 moznosti
pii vybéru exponentu j a d(m) moznosti pti vybéru délitele k (viz napr. dopliujici ilohu
D1 ke druhé soutézni tiloze doméciho kola). Délitel ¢isla n kondi ¢islici 5 praveé tehdy, kdyz
je délitelny 5 a zaroven neni délitelny 2. Takovy délitel musi mit ve svém prvociselném
rozkladu:

e prvocislo 2 s exponentem 0 (jedind moznost),

e prvocislo 5 s exponenty 1,2, ...,b (celkem b moznosti),

e libovolny délitel ¢isla m (d(m) moznosti).

Pocet délitel koncicich ¢islici 5 je tedy 1-b-d(m). Podminka 20 % ze zadani 11k4,

ze tento pocet tvori pétinu vsech délitelt, neboli

b-d(m) 1
@+ )b+ Ddm) 5 (1)

Po zkraceni kladnym c¢islem d(m) a dalsich tpravach dostavame postupné

b 1
(a+D)(+1) 5
b= (a+1)(b+1),
ab+a—4b+1=0,
bla—4)=—a—1,
a+1
4—a

Jelikoz jsou ¢isla a, a + 1 i b nezdpornd, musi platit a € {0,1,2,3} a vyzkouSenim vSech
¢tyT hodnot dostaneme jediné celociselné feseni a = 3, b = 4.

Proto n = 2% . 5% . m = 5000 - m, pficemz na hodnoté m nezalezi (musf oviem byt
nesoudélnd s 21 5). S touto charakterizaci vSech pétinovych ¢isel oba tikoly soutézni tilohy
snadno dokonc¢ime.

* V celém Feseni délitelem myslime kladny délitel. Pokud tvrzeni v ¢asti b) plati pro kladné délitele, pak
ziejmé plati i pro zaporné, takze zminéné tvrzeni plati, at uz délitele v zadani interpretujeme jako vyhradné
kladné, nebo vSechny celociselné.
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a) Zvolime nejjednodussi moznost m = 1. Pak n = 5000 je pétinové ¢islo.

b) Postupujeme analogicky jako v tivodu feseni. Délitel ¢isla n = 23-5%.m konéi éfslici 0,
pokud je délitelny 10 (tedy 2 i 5). Exponent u 2 tohoto délitele mizeme vybrat tfemi
zpusoby (z celkem CtyT), exponent u 5 ¢tyfmi zpusoby (z celkem péti), délitele m pak
d(m) zpusoby. Podil délitela pétinového cisla, které konéi nulou, je tedy roven

3-4-d(m) 3
— = - =60%.
4-5-d(m) 5 %
PozNAMKA. UkéZeme dvé alternativni feSeni rovnice (1). Vztah pro b lze déle
upravit na
a+1 5
b= =—1 .
4—a * 4—a

Protoze a i b jsou celd nezdporna ¢isla, 4 — a je kladnym délitelem 5, tedy a = 3.
Jesté jinou moznosti je rozlozit vyraz na levé strané rovnice

ab+a—4b+1=0

jako
O=ab+a—4b+1=(a—4)(b+1)+5,

tedy (a—4)(b+1) = —5. Protoze a, b jsou nezaporna cela ¢&isla, je b+1 = 1. Cislo —5
Ize rozlozit na soucin dvou celych ¢isel, kde druhy cinitel je kladny, pouze dvéma
zpusoby jako (=5) - 1 nebo (—1) - 5. Pak
e a —4 = -5, 7 ¢ehoz a = —1, coz nelze,
e a —4=—1,zc¢ehoz a =3, pak b+ 1 =5, neboli b = 4.
Jedinym feSenim je opét dvojice exponentu (a,b) = (3,4).

JINE RESENI. UkdZzeme TeSeni, které explicitné nepracuje se vzorcem pro pocet
délitelt. Predpokladejme nejprve, ze se v prvociselném rozkladu pétinového cisla n
vyskytuji pouze prvocisla 2 a 5. VSechna takova c¢isla usporaddme do nasledujici
tabulky obsahujici v poli¢ku na i-tém fadku a j-tém sloupci ¢islo 51 - 271

2] 22| 23
5/ 10| 20| 40]...
52| 50(100| 200 ...
5% {250 | 500 | 1000 | . ..

Vsechny délitele ¢isla v policku P pak tvori obdélnikovou ,,podtabulku® s pravym
dolnim rohem v P a levym hornim rohem shodnym s levym hornim rohem celé tabulky
(policko s ¢islem 1). Takovym podtabulkdm budeme fikat kratce jen obdélniky. (Na
vyse uvedeném obrézku uvazujeme policko (2, 3) s ¢islem 20 a jemu piislusny obdélnik
se vSemi jeho déliteli je podbarven.)

Cislo konéi &slici 5 prave tehdy, kdy# je délitelné 5, ale nikoli 2. V tabulce to
odpovida presné tém polickim, ktera lezi v prvnim sloupci a nelezi v prvnim radku.

8
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Budeme nyni hledat takové obdélniky, v nichz je podil téchto policek v tabulce
roven % Necht ma obdélnik s sloupcti. V kazdém rtadku je pravé jedno policko
v prvnim sloupci, tedy podil délitelti koncicich ¢islici 5 je mensi nez 1/s. Proto s <5
(rovnost vylu¢uje prvni fadek, kde zadné ¢islo konéici pétkou neni).
Pokud ma obdélnik 2 sloupce a r radkil, tak podminka pro podil zni
r—1 1
2r b

a lze ji rozndsobenim pfevést na linearni rovnici s jedinym feSenim r =
prirozené c¢islo. Pro 3 sloupce fesime

wlot

, coz neni

r—1 1
3r 5
coz dava opét necelociselné r = g Pro ¢tyti sloupce ma rovnice
r—1 1
4 5

feseni r = 5. V tomto obdélniku tvoreném celkem dvaceti Cisly je pravé 3 -4 = 12
¢isel koncicich ¢islici 0, tyto délitele pétinového cisla

23 . 5% = 5000

— FeSenf ¢ésti a) — tedy tvoif 32 - 100 % = 60%.

V obecném pripadé, tedy pokud pripoustime i jiné prvocinitele pétinového ¢isla n
nez 2 nebo 5, zapiSeme toto ¢islo stejné jako v predchozim Feseni jako n = 2% -5° - m
pro néjaké m nesoudélné s 2 a 5. Tabulku nyni pouzijeme tak, ze do poli¢ka na i-tém
radku a j-tém sloupci napiseme vSechny délitele n, které maji v prvociselném rozkladu
u pétky exponent i — 1 a u dvojky exponent j — 1, tedy &isla tvaru 571 . 2/71 . k.
kde k je délitelem m. Oznacime-li d(m) pocet délitelu ¢isla m, vidime, Ze na kazdém
policku je d(m) ¢isel. Protoze v tloze vystupuji jen podily poctu déliteli ruznych
typt, mizeme postupovat stejné jako ve zminéném specialnim pripadé m = 1, kdy
bylo v kazdém policku tabulky jediné éislo.

Za tplné teseni udélte 6 bodi. V netplnych fesenich postupujicich podle prvntho vzorového reseni
ohodnoftte kroky nasledovné:

Al. Obecné vyjadieni podilu délitelt koné¢icich 5 nebo 0: 2 body

A2. Sestaveni a vyfeseni rovnice pro a, b: 2 body

A3. Nalezen{ pétinového ¢isla (dokonceni éasti a)): 1 bod

A4. Vypocet podilu délitelt pétinovych ¢isel konéicich na 0 (dokondeni ¢4sti b)): 1 bod

Celkové za netiplnd feseni udélte Al + A2 + A3 + A4 bodu.

Za netplnd Teseni postupujici podle druhého vzorového feseni udélte body takto:

B1. Popis tabulky a pozorovani o tom, ze délitele néjakého jejiho ¢isla tvori obdélnik: 2 body

B2. Pouziti tabulky pro nalezeni pétinového ¢isla: 1 bod

B3. Pouziti tabulky pro vyfeseni ¢asti b): 2 body (ve specialnim piipadé pro n = 2% - 5%), resp. 3
body (za obecné Feseni)

Celkem udélte B1 + B2 + B3 bodu.

Za netplnd Teseni postupujici jinym zptsobem udélte body takto:

C1. Cést a): 2 body (1 za ¢&islo, 1 za zdfivodnéni)
(2. Cést b): 4 body

Celkem udélte C1 + C2 bodu.



