43. Mezinarodni matematicka olympiada Velka Britanie 2002

V letosnim roce se v terminu 19.-30. cervence konala 43. Mezindrodni matematické
olympidda (MMO). Soutéz uspofadal United Kingdom Mathematics Trust ve Skotsku v
meésté Glasgow na University of Strathclyde.

V poslednich ro¢nicich MMO byl témét vzdy vytvoren novy rekord v poctu zucastné-
nych zemi. Nejinak tomu bylo i letos, kdy se soutéze ztucastnilo 84 zemi, coz je o jednu vice
nez loni. Kazdou zemi reprezentuje vzdy nejvyse Sest soutézicich; letos jich bylo celkem
485.

Vybér soutézicich za Ceskou republiku byl proveden v Kostelci nad Cernymi Lesy na,
zévéretném soutéznim soustfedéni prvnich deviti vitézi celostatniho kola. Vybrani souté-
7ici se jesté nasledné zucastnili trojutkdni v polském Zwardoni mezi Ceskou republikou,
Slovenskem a Polskem, kde byla simulovana situace, ktera byva pti soutézi na MMO. Po
této ptipravé odjela do Skotska tato Sestice soutézicich: Josef Cibulka z gymndzia Stépdn-
ska v Praze, Jaroslav Hajek z gymndzia M. Kopernika v Bilovci, Vitézslav Kala z gymndzia
na tr. kpt. Jarose v Brne, Jan Moldcek z gymndzia J. K. Tyla v Hradci Krdlové, Tomads
Protivinsky z gymndzia na tr. kpt. Jarose v Brné a Martin Tancer z gymndzia Ch. Dop-
plera v Praze. Vedoucim &eské delegace byl doc. RNDr. Jaromir Simsa, Csc. z Masarykovy
Univerzity v Brné, zastupcem vedouciho byl RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D. z Pedagogické
pak 22.7.

Druhy den po prfiletu soutézicich do Glasgowa se konalo v Barony Hall (v katedrale
upravené na spolecensky sal) slavnostni zahajeni. Dalsi dva dny, tj. 24. a 25.7., probéhla
vlastni soutéz ve vystavnim komplexu nedaleko Glasgow Science Centre. Kazdy z téchto
dnti Tesili soutézici trojici tloh po dobu 4,5 hodiny. Za kazdou tilohu mohli ziskat maximalné
7 boda.

Podle pravidel MMO je vzdy asi poloviné tcastniki udélena medaile, z toho asi jedné
Sestiné zlata, dvéma Sestinam stiibrna a tfem Sestindm bronzova medaile. Zlaté medaile tak
byly letos udéleny za 29-42 bodt, st¥ibrné medaile za 23-28 bodl a bronzové medaile za
14-22 bodt. Plny pocet bodi ziskali dva ¢insti a jeden rusky soutézici. Z nasich ucastniki
dva ziskali stfibrnou medaili, a to Jaroslav Hajek za 24 bodu a Josef Cibulka za 23 bodui,
a tii bronzovou medaili, a to Jan Moldcek za 20 bodi, Martin Tancer za 19 bodu a Tomds
Protivinsky za 16 bodi. Poslednimu nasemu tcastniku, Vitézslavu Kalovi, unikla bronzova
medaile o jeden bod a neziskal ani cestné uznani udélované za vyieseni aspoi jedné tlohy za
plny pocet bodt. Ceska republika se v neoficidlnim potfadi zemi umistila na 28. misté, coz je
znacné zlepseni oproti nékolika piredchozim letim. Slavnostni vyhlaseni vysledkt probéhlo
predposledni den pobytu v Clyde Auditorium, Scottish Exhibition and Conference Centre.

Neoficialni poradi prvnich t¥iceti zemi a jejich bodovy zisk na 43. MMO je nasledujici:
1. Cina (212 b.), 2. Rusko (204 b.), 3. USA (171 b.), 4. Bulharsko (167 b.), 5. Vietnam
(166 b.), 6. Korea (163 b.), 7. Taiwan (161 b.), 8. Rumunsko (157 b.), 9. Indie (156 b.), 10.
Némecko (144 b.), 11. Iran (143 b.), 12.-13. Kanada, Madarsko (142 b.), 14.-15. Bélorusko,
Turecko (135 b.), 16.-17. Japonsko, Kazachstdn (133 b.), 18. Izrael (130 b.), 19. Francie
(127 b.), 20. Ukrajina (124 b.), 21.-23. Brazilie, Polsko, Thajsko (123 b.), 24. Hong Kong



(120 b.), 25. Slovensko (119 b.), 26. Australie (117 b.), 27. Velka Briténie (116 b.), 28.
Ceské republika (115 b.), 29. Jugoslavie (114 b.), 30. Singapore (112 b), ...

Vedle soutézniho klani pripravili poradatelé pro soutézici a jejich vedouci bohaty do-
provodny program. Vsichni spolecné méli moznost plout cely den na parni kolesové lodi
Waverley od usti feky Clyde zpét do mésta Glasgow a pozorovat krasnou skotskou krajinu.
Skoda, Ze tento zazitek kalilo obvyklé destivé pocasi. Soutézici si ddle mohli vybrat dvé ze
Sesti nabizenych vyletnich mist; nasi i¢astnici si jeden den zvolili vylet do mésta Edinburgh
(26.7.) a druhy den vylet na Lake District v Anglii (27.7.). Vedouci delegaci pak navstivili
mésto Edinburgh (24.7.).

Pro tplnost uvadime jesté znéni vSech Sesti soutéznich tloh na 43. MMO.

Uloha 1

Necht n je pfirozené ¢islo a necht T' je mnozina vSech bodu (z,y) v roviné, kde z a y
jsou celd nezéporna ¢isla a x + y < n. Kazdy bod z mnoziny T je obarven bud ¢ervené,
nebo modfe. Je-li bod (z,y) ¢erveny, jsou ¢ervené i vSechny body (2',y') € T, pro které
plati ' < z a 3y < y. Definujme X-mnozinu jako mnoZinu n modrych bodu majicich
ruzné x-ové souradnice a Y-mnozinu jako mnozinu n modrych bodu majicich ruzné y-ové
souradnice. Dokazte, zZe pocet X-mnozin je roven poc¢tu Y-mnozin.

(Kolumbie)
Uloha 2
Necht BC je prumér kruznice I' se stfedem O. Bod A lezi na kruznici I" tak, ze 0° <
|/AOB| < 120°. Nechf D je stfed toho oblouku AB, na kterém nelezi bod C. Pfimka
vedena bodem O rovnobézné s DA protne primku AC' v bodé J. Osa tsecky OA protne

kruznici I' v bodech F a F. Dokazte, ze bod J je stfed kruznice vepsané trojuhelniku
CEF.

(Korea)

Uloha 3
Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel m,n > 3 takové, Ze existuje nekonecné mnoho
prirozenych ¢isel a, pro ktera je

a+a—1
celé cislo.
(Rumunsko)
Uloha 4
Necht n je prirozené ¢islo vétsi nez 1. Vsechny kladné délitele ¢isla n ozna¢me dy, ds, . . . , dy,
kde

l=di<dy <---<d=n.
PoloZzme D:d1d2+d2d3+ s +dk,1dk.



(a) Dokazte, ze D < n?,

(b) Urcete vSechna n, pro ktera je ¢islo D délitelem ¢isla n?.

(Rumunsko)

Uloha 5
Nechf R znac¢i mnozinu vSech redlnych ¢isel. Najdéte vSechny funkce f : R—R takové, ze

(f(2) + £(2)) (f(y) + f() = flay — 2t) + f(at +y2)

pro libovolna x,y, z,t € R.

(Indie)
Uloha 6
V roviné jsou dany kruznice I'y,I's, ..., T, o poloméru 1, kde n > 3. Jejich stiedy oznacme
po fadé O1,0,,...,0, . Predpokladejme, ze zadna primka neméa spolecny bod s vice nez
dvéma z danych kruznic. Dokazte, ze
3 1 (n—1)m
1<i<j<n |Oi0j | N 4 .
(Ukragina)

Jaroslav Zhouf



