44. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (1994/1995)

Ulohy domaciho kola kategorie A

1. Pro dand kladnd cisla x # y uvaZujme priumery

T4y 21y 2 4 y?

9 v 9= VY, 9

a= ,
r+y

(Jde o aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky primeér cisel x a y.) Ze
vsech rozdeéleni ctverice a, g, h, k na dvée dvojice r, s a t, u vyberte to rozdéleni, pri
kterém ma vyraz V =r 4+ s —t — u nejmensi kladnou hodnotu. (J. Siméa)

RESENI. Uvedené kladné praméry spliiuji znamé nerovnosti h < ¢ < a < k. Ty

plynou napt. z vyjadreni
k2_a2:(x_y)2 az_gzz(l’_y)Q gz_hzzmy(x—y)Q
4 ’ (z +y)?

a z podminky =z # y. (Je to ponékud vyumélkované zduvodnéni, feSitele vyzveme
dokazovat kazdou ze t¥{ nerovnosti metodou ekvivalentnich tprav.)

Oznacme Vi =k+a—g—h,Vo=k+4+g—a—haVs=k+h—a—g. Ostatni ti
hodnoty vyrazu V jsou —V;, —V5 a —V3. Protoze

Vi—-Va=2(a—-g)>0 a Va—-V3=2(g—h)>0,

plati Vi > V4 > V5. Dokézeme-li, ze V3 > 0, bude V5 hledand nejmensi kladna hodnota
vyrazu V. Nerovnost V3 > 0 je ekvivalentni s nerovnosti k — g > a — h, jejiz obé strany
jsou kladné. Miizeme ji proto ekvivalentné umocnit na druhou a pak prepsat do tvaru

2kg < k> + ¢* — a® + 2ah — h*.

Pted dalsim umocnénim vyjadrime pravou stranu této nerovnosti pomoci ¢isel z a y (a tak
zjistime, Ze je skute¢né kladnd). Vyjde ndm

(@+y)® e 2y 4y

K24 g2 — 2 =
g 4 (z +y)?

Proto mtzeme posledni nerovnost ekvivalentné umocnit na druhou:

(z+y)

4 2.9(.2 212
4x e+
T $y($2 y2) Yy ( Yy )

(z +y)*

4k2 g% = 2zy(2® +9°) <

Tuto nerovnost lze ekvivalentné upravit na tvar

el

Vyraz v slozené zavorce je kladny, nebot je roven

(z+y)! —8ey(x® +y?)  (z—y)*

4(x + y)? - 4z +y)?
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a r # y. Tim je dukaz hotov. Odpovéd: Hledané rozdéleni je {r,s} = {k,h} a {t,u} =
= {a, g}, nebot nejmensi kladnd hodnota vyrazu V' je rovna k +h —a — g.

Dodatek. Jako navodnou je mozno pouzit ulohu 44-B-1-3, coz je snazsi varianta
s vyrazem V = rs — tu. Dikazové tlohy o nerovnostech najdete ve svazku SMM
A. Kufner: Nerovnosti a odhady (Mladé fronta 1989). Pro zajemce o dalsi malo znamé

nerovnosti mezi praméry je vhodny ¢lanek J. Simsi Dolni odhady rozdilu primérd,
Rozhledy mat.-fyz. 65 (1986/87), ¢. 10, str.403-407.
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2. V prostoru je dana krychle ABCDEFGH. Uvazujme libovolnou rovinu, kterd pro-
chdzi bodem B a dotykd se koule vepsané dané krychli, a oznacme P, Q) jeji priseciky
s hranami EF, GF. Dokazte, Ze odchylka rovin BPH a BQH je 60°. (P. Leischner)

RESENI. P¥i fesen{ tlohy vyuzijeme nasledujici tvrzeni: Jsou-li roviny KLM o KLN
tecné ke kouli K o stredu S, pak KLS je rovina soumeérnosti téchto dvou tecnyjch rovin.
(Tvrzeni dokézeme, kdyz si predstavime, jak se uréi roviny tec¢né ke kouli IC, které obsahuji
danou primku K L: Necht S’ je kolmy prumét S na K L, p je rovina jdouci bodem S’ kolmo
ke KL a kruznice k je fez povrchu koule K rovinou p. Oznac¢me 77 a T5 body dotyku
tecen vedenych z bodu S’ ke kruznici k. Pak teéné roviny K LM a KLN jsou roviny
KLT) a KLT; a SS’ je osa piimek S'Ty a S'Ty.)

V nasi tloze se roviny BEP, BGQ a BP(Q) dotykaji koule, jejiz stted S lezi na primce
BH.

H G
P
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Proto podle vysSe uvedeného tvrzeni plati:
(1) BPH je rovina soumérnosti rovin BEP a BPQ),
(2) BQH je rovina soumérnosti rovin BGQ a BPQ.

Slozenim rovinnych soumérnosti podle rovin BPH a BQH (v tomto potadi) vznikne
rotace R kol jejich prisecénice BH o uhel 2«, kde « je odchylka téchto rovin. (Dukaz:
Tato vlastnost se v roviné kolmé k BH prevede na zndmé tvrzeni o slozeni dvou osovych
soumérnosti podle primek svirajicich thel a.)

Nasi ulohou je dokazat, ze a = 60°. Nejdiive vysvétlime, pro¢ pii rotaci R prejde
bod E do bodu G. Z (1) a (2) plyne, ze rovina BEP prejde pii rotaci R do roviny BGQ.
Protoze bod H lezi na ose rotace R, jeho kolmy primét na rovinu BEP (coz je bod E)
prejde v rotaci R do kolmého primétu bodu H na rovinu BGQ (coz je bod G). Bod G
je skute¢né obrazem bodu E pri rotaci R.

Vime uz, ze a = %|<IEXG|, kde X je spoleény kolmy primét bodi £ a G na primku
BH , neboli pata vysky na stranu BH trojihelniku BEH. Ozna¢me a délku hrany krychle.
Ze vztaht |[EB| = av/2, |EH| = a, |BH| = aV/3, |$BEH| = 90° a z dvojiho vyjadfeni
obsahu trojuhelnfku BEH (tj. 3|EB|-|EH|= |BH|-|EX|) plyne |[EX| = a\/2/3.
Proto z rovnoramenného trojuhelniku EX G dostdvame

%\EG! B a¥2

2 — 5 takze o = 60°.

EX] a\/i

sino =

w

w
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Dodejme, zZe vypocet z posledniho odstavce 1ze obejit néasledujici avahou: Pri rotaci R
prejde bod E do bodu G, takze bod G prejde do bodu D a bod D do bodu E. Proto
z roviny EGD usoudime, ze 2a + 2a + 2a = 360°, odkud o = 60°. (Viz téz roc¢enku
39. ro¢niku MO, tlohu 3.5 koresponden¢niho seminare a jeji feseni na str. 225.)

Doporucena literatura. Stereometrii je mozné procvicovat podle sbirky Vybrané ulohy
MO, kateg. A (SPN 1988), ulohy ¢. 88 az 94.
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3. Zjistéte, pro kterd b je obor hodnot funkce f(x) = z* + 23 — 222 + bz interval (b, ).
(P. Cernek)

RESEN{. Vzhledem ke spojitosti polynomu f a k jeho chovani pro |z| — oo je vlastnost
popsana v tloze ekvivalentni s pozadavkem, aby nerovnost f(x) = b platila pro kazdé
realné ¢islo x a pritom pro nékteré o v ni nastala rovnost. (Bude vhodné tuto ekvivalenci
Fesitelim fadné zdfivodnit, i kdyZ jsou pojmy analyzy na SS vykladany znacné intuitivné. )
Vsimnéme si, ze f(1) = b, takZe druhd ¢ast pozadavku je zarucena hodnotou zo = 1. Navic
muzeme provést rozklad

flz)—b=a*+ 2% — 22> + bx — b=
=(z—D2*(x +2) +b(z — 1) = (z — 1)(2® + 22% + b).

Pro mnohoé¢len g(z) := 23 + 22? + b musi platit g(x) < 0 pro kazdé z < 1 a g(z) = 0
pro kazdé x > 1. Odtud ¢g(1) = 0, coz nastane jediné pro b = —3. Pak ovSem
g(x) = (x —1)(22+ 32+ 3). ProtoZe trojélen v posledn{ zavorce ma zdporny diskriminant,
v piipadé b = —3 plati f(z) +3 = (z—1)2?(2% + 32 +3) > 0 pro kazdé = # 1
(a samozrejmé f(1) = —3). Proto je b = —3 jedina hledand hodnota. Dodejme jesté, ze
¢islo xg z prvni véty FeSeni musi byt ndsobnym kotenem rovnice f(x) = b. NevSimneme-li
si hodnoty x¢p = 1, miizeme postupovat jinak: srovnat koeficienty v rovnosti mnohoclenti
f(x) —b=(z—20)? (2 + pr + q) a ziskat tak soustavu rovnic pro neznama ¢fsla b, z,
p a q. Pak je ale nutné vyloucit ta jeji feSeni, pro kterd p? — 4q > 0.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Pro které pétice redlnych ¢isel a, b, ¢, d a e je oborem hodnot funkce f(z) = ax?* + ba?® +
+ cx? + dx + e néktery interval (p, +00) (néktery interval (—oo, p), interval (—oo, +00))?
MiZze mit obor hodnot f jesté jiny tvar? (Ano: {e}.)
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4. V roviné jsou dany kruznice ki(S1,3cm) a ko(S2,4cm), které maji vnitini dotyk
v bodé A. Ddle je dan bod S uvnitr kruznice kyi. Sestrojte trojuhelnik ABC' tak, aby
jeho strana BC' byla tetivou kruznice ko a zdroven tecnou kruznice ki a aby bod S
byl stredem kruznice vepsané trojuhelniku ABC. (P. Leischner)

RESENT. Ozna¢me T bod dotyku kruznice k; se stranou BC' hledaného trojihelnika
ABC.

Necht By a (' znadi po fadé pruseciky kruznice k; se stranami AB a AC. Kruznice k;
je obrazem kruznice ko ve stejnolehlosti se stfedem v bodé A a koeficientem %. Plati tedy
|BB:| = 1|AB| a |CCy| = 1|AC]|. Proto jsou mocnosti bodit B a C' ke kruZnici ki rovny

1 1
[BT|* = |BBy| - |BA| = J|AB|* resp. |CT|* =|CCy|-|CA| = Z|ACT.

Odtud plyne |BT| : |CT| = |AB| : |AC|. Tato rovnost ale znamené (viz ndvodnou tlohu),
7ze bod T lezi na ose thlu BAC, tedy na polopfimce AS. Proto je jasna konstrukce:
Bod T sestrojime jako prusecik polopiimky AS' s kruznici k;, pak uré¢ime body B, C' jako
pruseciky kruznice kg s te¢nou kruznice ky v bodé T.

Nyni prozkouméame, zda sestrojeny trojihelnik ABC (vzdy jediny, az na moznou
zéménu vrcholi B a C) mé pozadované vlastnosti. Jde o to, zda bod S je skutecné
stfedem vepsané kruznice. Nasi konstrukei je zarucena rovnost poméru |BT| : |CT)|
a |AB| : |AC| (viz vyse). Proto bod S lezi na ose uhlu BAC. Vic pro bod S obecné
neplati. (Uvédomte si, ze nechéte-li probthat bod S po pevné usecce AT, bude vysledkem
konstrukce stale tyz AABC. Jen jediny bod tsecky AT je stiedem vepsané kruznice.)
Zjistime proto, kdy bod S také lezi na ose ihlu ABC' (a je tedy stfedem kruznice vepsané).
Z trojuhelniku ABT vidime, Ze to nastane, pravé kdyz |AS| : |T'S| = |AB| : | BT|. Protoze
|AB| : |BT| = 2 (viz vyse), dostavame nutnou i postacujici podminku |AS| = 2|T'S|,
neboli |AS| = 2|AT|. Protoze bod T mize byt libovolny bod ki rizny od A, dochdzime
k zavéru: Zadand konstrukéni iloha mé feseni (a to jediné az na oznaceni bodi B a C),
pravé kdyz bod S lezi na kruznici, kterda je obrazem kruznice k; ve stejnolehlosti se
stfedem A a koeficientem rovnym % (Podminka S # A je zarucena zaddnim.)

NAVODNE A DOPLNUJiCi ULOHY:

N1. Dokazte, Ze osa vnitiniho tthlu trojihelniku déli jeho protéjsi stranu v poméru prilehlych
stran. Pfesnéji: Bod X strany BC' trojihelniku ABC' lezi na ose thlu BAC, pravé kdyz
|BX| : |CX| = |BA| : |CA|. (Dikaz tohoto zndmého tvrzeni je podén napf. v knize
F. Kufiny: Uméni vidét v matematice, SPN 1989.)

Doporuéena literatura. Svazky SMM S. Horak: Kruznice (Mlada fronta 1966) a J. Se-

divy: O podobnosti v geometrii (Mlada fronta 1963).

6
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5. UvazZujme trojihelnik ABC s ostrymi uhly o, v uw vrcholi A, C a s ndsledujici
vlastnosti: téinice z vrcholu A a vyska z vrcholu B se protinaji v bodé, ktery lezi
na ose ihlu pri vrcholu C. Dokazte, Ze pak plati tga = tg®~ - tg 3. (J. Simsa)

RESENT. Necht AM je téZnice, BN je vyska, bod X jejich prisecik a bod P stied
usecky C'N ve zkoumaném trojtihelniku.

cC P N A
Ma-li pro jednoduchost tsecka C'N délku 1, pak |BN| = tg~, |[NA|l = Eg—g,

|XN| = tg2, [MP| = %tg~ (stiedni pricka v trojthelniku CNB) a |PA| = |PN| +
+|NA| = % + &2, 7 podobnosti trojihelnikit MPA a XNA plyne tméra

tga”
1
[MP| = XN neboli 2187 = te 5
|PA| — |[NA| 3t el &2

odkud
_ tgy (tg7 —2tg3)

tg 5

Srovnanim s textem ulohy vidime, ze staci dokazat identitu

tg «

tgy —2tg 2 2tg 2
MT%% =tgy-tg %, ziejmé ekvivalentni s tgy = ﬁ

To je ale zndmy vzorec pro tangens dvojnasobného thlu.

Doporucena literatura. Vztahy mezi prvky trojihelnika mozno procvicovat podle
svazku SMM S. Hordk: Nerovnosti v trojihelniku (Mlad4 fronta 1986).
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6. Urcete nejvéetsi mozny pocet 1994-cifernych prirozenych cisel, kterd se navzajem lisi
poradim cislic. (J. Simsa)

RESENI. DokéaZeme nejdiive, Ze pocet vech N-cifernych ¢isel, které lze sestavit z po

9
nul, p; jednicek, ..., pg devitek, kde Y p; = N, je roven hodnoté

i=0

(N — DN —po)

po!p1!- - po!
Skutecneé, je-li pg = 0, je zminény pocet roven poctu vsech poradi uvedenych cifer, coz je
podle vzorce pro pocet poradi s opakovdnim rovno hodnoté pl,L'pg, To je ale (x) pro pg = 0
(pfipominame, Ze 0! = 1). Je-li pg > 0, je nutné od celkového poctu poradi danych cifer

(véetné pg nul) odecist pocet téch z nich, které zacinaji cifrou nula, tj. odecist pocet vSech
Nl (N-1)!
po'p1!---py! (Po—1)p1!-+-po!

(%)

poradi pg — 1 nul, p; jednicek, ..., py devitek. Upravou rozdilu
dostaneme ().

Nyni vysvétlime, Ze pii pevném prirozeném N je hodnota (x) nejvétsi, pokud se pocty
p; navzajem “co nejméné lisi”, tj. jsou rovny podilu 1% (zaokrouhlenému nahoru nebo
dolt, nejde-li o celé ¢islo). Zapisme proto déleni N : 10 se zbytkem: N = 10g + r, kde
q a r jsou celd nezaporna ¢isla, pricemz r < 10. Az do konce budou tato ¢isla N, g a r
pevné. (V zadéani dlohy N = 1994, takze ¢ = 199 a r = 4. Dame v8ak pfednost obecnému
popisu.)

Nejdiive si vsimneme jmenovatele zlomku (x). Dokézeme, ze nejmensi hodnota jme-
novatele je rovna ((q + 1)!)"(¢")'°~". Skuteénd, v soucinu

(1-2---pg)-(1-2---py)---(1-2---pg)

9
je pravé > p; = N ¢initelt, z toho nejvyse 10 ¢isel 1, nejvyse 10 ¢isel 2, atd. az nejvyse

10 cisel Zq.OJe tam proto také alespon N — 10q = r ¢isel, jez nejsou mensi nez g + 1.
Seradime-li tedy téchto N d¢initelt od nejmensiho po nejvétsi, bude prvnich deset = 1,
druhych deset = 2, ..., g-tych deset = ¢ a zbyvajicich r bude = ¢ + 1. Cely soucin tedy
neni mensi nez

110219 g!% (g +1)" = ((g+ 1)) (¢)'"".

Pritom toto minimum se dosahne, pravé kdyz je mezi ¢isly p; pravé r hodnot ¢+1 a pravé
10 — r hodnot q.

S ohledem na pravé dokdzané tvrzeni o minimu jmenovatele (x) nyni ukdzeme, Ze
zlomek (*) nemuze byt maximalni na zadné desetici py, . . ., pg, ve které py < g. Vezméme

9
tedy libovolnou desetici py, .. ., pg, ve které py < q. Protoze > p; = 10q + r > po + 9q,

=
muzeme vybrat index i > 0 tak, aby p; = ¢ + 1. UkdZeme, ge hodnota (x) se zvetsi,
zaménime-li v nasi desetici ¢isla pg a p; po fadé ¢isly po+1 a p; —1, zatimco ostatni ¢isla p;
nezménime (to odpovidd zméné, kdy v puvodni sestavé cifer jednu cifru 7i”
cifrou ”0”). Srovname-li zépis (x) pro puvodni a pozménénou desetici, nahlédneme, ze
hodnota (%) se nasi zménou zvétsi, pravé kdyz

N—p0<N—P0—1
Di po+1

zaménime

(N = po)(po +1)
N—p0—1 '

neboli p; >

8
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ProtoZe p; 2= po + 2, stadi jen dokézat, ze plati

(N — po)(po + 1)'

2>
Do + N —po—1

Ekvivalentni ipravou dostaneme nerovnost py < ﬂ — 1. Ta se v nasi situaci ui snadno
zdavodni: Protoze N 2 10q = 10 (¢ # 0, nebot po < q) a protoze nerovnost 15 < § — 1
je ziejmé splnéna pro kazdé x > 10, plati pg < ¢ < 10 <& _1.

Shrneme predchozi tvahu: Pti hledani nejvétsi hodnoty (%) se muzeme omezit jen na
ty desetice po, ..., pg, ve kterych pg = ¢g. Pro né vSak podle tvrzeni o nejmensi hodnoté
jmenovatele (x) plati

(N-DN=p) . (N=DN—-gq) . (N=-DIN—q)
polpil--pol = polpil-oopol T ((g+ DY (gh0

Uvédomime-li si, kdy v poslednich dvou nerovnostech nastava rovnost, dostavame konecny
vysledek: Nejuétsi hodnota (%) je rovna

(N=DUN—q) [ 19931795
((g + DY) (ghro=r <_ (2001)#(199!)°

a dosdhne se tehdy a jen tehdy, kdyz je mezi cisly p; prave r hodnot g + 1, prdve 10 — r
hodnot q a pritom py = q.

Doporuéena literatura. (1) A. Vrba: Kombinatorika (Mlad4 fronta, edice SMM, 1980),
(2) N. J. Vilenkin: Kombinatorika (SNTL, 1977).

v zadaném pf"ipadé)



