44. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (1994/1995)

Ulohy klauzurniho kola kategorie A

1. V roviné jsou dény kruznice k1 (S1,71) a ka2(Se,72), které se protinaji ve dvou bodech
A a B, pricemz |S15;| > ro 2 r1. Sestrojte body X € k; a 'Y € ko tak, aby bod A
lezel uvniti usecky XY a aby trojuhelnik BXY mél co nejvétsi obsah.

2. Najdéte vSechny funkce f tvaru f(z) = vax? 4+ bx + ¢ s redlnymi koeficienty a, b, ¢
a s nasledujici vlastnosti: Definicni obor a obor hodnot funkce f jsou dvé stejné
neprazdné mnoziny. (Za definicni obor funkce f povazujeme mnozinu vsech redlnych

¢isel x, pro kterd ma vyraz vax? 4+ bx + ¢ smysl.)

3. Urcete kladnd realnd cisla x # y takova, ze vSechny ¢tyfti jejich praméry

2y [ 22 + 12
= ./ h: k:
2 Y g x Y x+y7 2

45
lezi v mnoziné M = { o5 18v/2, 30, 25v/2, 40, 10v/23 }




44. ROCNIK MO (1994/1995) KLAUZURNI KOLO KATEGORIE A

1. V roviné jsou ddany kruznice k1(S1,7m1) a ka2(Se,13), které se protinaji ve dvou bodech
A a B, pricemz |S1S2| > o 2 r1. Sestrojte body X € ki a'Y € ko tak, aby bod A leZel
wvniti dsecky XY a aby trojihelnik BXY mél co nejuétsi obsah.  (Jaromir Simsa)

RESENI. VSechny uvazované trojihelniky BXY jsou navzajem podobné, nebot maji
stejny uhel u vrcholu X (obvodovy thel na kruznici ky prislusny tétive AB) i stejny
thel u vrcholu Y (obvodovy thel na kruznici ko prislusny tétivé AB). To znamend, ze
nejvetsi obsah ma ten trojihelnik BXY'| ktery ma napt. stranu BX co nejvétsi, tj. rovnou
pruméru kruznice k1. Podle Thaletovy véty je tehdy AB L XY (takze i BY je prumérem
kruznice k7). Konstrukce bodi X a Y je tim jasna.

JINE RESENi. Ozna¢me K7 a K kolmé pruméty stredu S; a Sy na piimku XY
Pak |XY| = 2| K1 K| < 2|5155], pficemz rovnost | XY| = 2|5152| nastane, pravé kdyz
5189 || K1 K3, neboli AB 1 XY. Proto pro obsah P trojihelniku BXY plati odhad

P<1-|XY|-|AB| £ 15,5, - |AB

pricemz rovnost P = |S152| - |AB| nastane, pravé kdyz AB L XY.

Za Gplné feseni je 6 bodi.



44. ROCNIK MO (1994/1995) KLAUZURNI KOLO KATEGORIE A

2. Najdéte vsechny funkce f tvaru f(r) = vax? + bx + ¢ s redlngmi koeficienty a, b, ¢
a s nasledujici vlastnosti: Definicni obor a obor hodnot funkce [ jsou dvé stejné
neprazdné mnoziny. (Za definicni obor funkce f povaZujeme mnoZinu vsech redlngjch
c¢isel x, pro kterd md vjraz v ax® + bx + ¢ smysl.) (Jaromir Simsa)

RESEN{. Ozna¢me pismeny D a H defini¢ni obor, resp. obor hodnot libovolné funkce f
uvedeného tvaru. V pripadé a > 0 by mnozina D obsahovala néktery interval (—oo, x¢),
zatimco vSechny prvky H jsou nezaporna ¢isla. Proto musi platit a < 0. Ze stejného
dtivodu v pripadé a = 0 nemtze byt ¢islo b zaporné, a ziejmé v tomto pripadé nemiize
byt ani b = 0 (pak by totiz bylo f(z) = /¢, coZ nevyhovuje). Proto v piipadé a = 0 musi
platit b > 0, tj. f(z) = Vbx + c¢. Pak ovSem H = (0,00) a z rovnosti D = (0, 00) plyne
¢ = 0. Dostavame prvnf feseni f(x) = vbx, b > 0.

V piipadé a < 0 je grafem funkce y = ax? + bx + ¢ parabola ,obracend” doli,
tj. v zaporném sméru osy y. Odtud plyne, ze neprazdnd mnozina H musi byt tvaru
H = (0, M) pro nékteré M = 0. Z rovnosti D = (0, M) plyne, Ze ¢isla 0 a M jsou koteny
rovnice az?+br+c = 0, takze c = 0,b = —aM a f(z) = \/ax(x — M) (plati to i v piipads
M = 0, kdy kotfen 0 je ndsobny). Obor hodnot takové funkce je ale interval (0, f (%»
(vime, ze x = % je soutadnice vrcholu, tj. ,nejvyssiho“ bodu paraboly), proto dostavame
podminku f(&) = M:

\/&-%-(%—M)zM, neboli M-\/j%:M.

Posledni rovnost plati, pravé kdyz M = 0 nebo a = —4. Nasli jsme zbyvajici feSeni
f(x) =Vaz? (a <0)a f(z) =v—422 + bz (b > 0).

Odpovéd: Hledané funkce jsou trojiho druhu: f(z) = vbz (b > 0), f(z) = Vaa?
(a <0)a f(xr) =v—422 +bx (b > 0).

Za uplné reseni je 6 bodu; za rozbor pripadi a > 0, a =0, a < 0 po fadé 1, 1, 4 body.
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3. Urcete kladnd redlnd cisla x # y takovd, Ze vsechny ctyri jejich primeéry

r+y 2y x? +y?
a 2 3 g \/ x ) .’L' + y’ 2
. o 45 e
lezi v mnozinég M = o> 18v/2, 30, 25v/2, 40, 10v/23 §. (Jaromir Simsa)

RESENI. Vime, 7e h < g < a < k. Protoze prvky M jsou vypsény v potadi od
nejmensiho po nejvétsi, musi nastat néktery z téchto pripadi:
(i) g = 18V/2, (ii) a = 40, (iii) ¢ = 30 a a = 25V/2.
V kazdém z nich je uz dalsi postup snadny:
(i) Z g = 18y/2 plyne h = 4—25. Protoze xy = g? = 648, dostdvame
vty g° 2648

a = = == .

2 h 45

Posledni ¢islo nepatri do M, takze pripad (i) nemuze nastat.
(ii) Z a = 40 plyne k = 1023, takze

x4+ 1y =2a=280

2?2 +y? = 2k = 4600.

Odtud 2zy = 80?2 — 4600 = 1800, ¢ili 2y = 900 a ¢ = v/900 = 30 € M. Konectné

ho= 2200 — 485 ¢ M. Cisla 2 a y jsou kofeny rovnice t? — 80t + 900 = 0, tedy

- 80 2
{z,y} = {40 £ 10V/T}.
(iii) Plati
Ty = 92 = 900

z+y = 2a = 50V2,

__ 2900 __ ‘
odkud h = 298 = 18v/2 € M. Dile
22 4y = (50v/2)% — 2- 900 = 3200,

takze k = /1600 = 40 € M. Cisla z a y jsou kofeny rovnice t> — 50v/2¢ + 900 = 0, tedy
{z,y} = {25v2 £ 5V14}.
Odpovéd: {z,y} = {40 £ 10v/7}, {z,y} = {25v2 £ 5v/14}.

Za uplné feseni je 6 bodu.



