44. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (1994/1995)

Ulohy krajského kola kategorie A

. Kolik patnactimistnych cisel slozenych jen z ¢islic 3 a 8 je délitelnych jedenacti?

. 'V trojihelniku ABC' ma tihel u vrcholu C' velikost 105°. Urcete velikosti zbylych dvou
vnitinich ahla, vite-li, Ze téznice vedend z vrcholu A protne osu thlu u vrcholu B
v bodé, ktery lezi na ose strany AB.

. Ctyfsténu ABC D lze vepsat kouli tak, Ze se dotyka viech jeho stén. Urcete vzdalenost
stfedu takové koule od hrany AB, jestlize je dano:

|AB| = 2a, |CD|=2b, |AC|=|AD|=|BC|=|BD|=c.
Pro ktera ¢isla a, b, ¢ takovy ¢tyfstén existuje?

. Najdéte vSsechny mnohocleny f s redlnymi koeficienty takové, ze pro kazdé realné
¢islo x plati nerovnost

f@) -2z f(l—2)+2°+100=0. (1)
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1. Kolik patndctimistnych cisel sloZenych jen z cislic 3 a 8 je délitelnijch jedendcti?
(Pavol Cernek)

RESENI. M4-li patnéctimistné &slo ve svém zapisu z trojek a 8 — x osmidek na misté
sudych radl a zaroven y trojek a 7 — y osmicek na misté lichych 7adi, je podle zndmého
kritéria toto ¢islo nasobkem jedenacti, prave kdyz je 11 délitelny soucet

r-3+8—2)-8—y-3—(T—y)-8=5(y—x)+8.

Protoze 0 S <8a 0=y <7, plati —8 £ y — x < 7. Probranim vsech moznych hodnot
y—x (nebo upravou 5(y —x)+8 = 5(y —x+6) —22) zjistime, ze podminka 11 | 5(y—z)+8
plati, pravé kdyz y — x = —6 nebo y — x = 5, takze y = x — 6 nebo y = = + 5. Protoze
x trojek rozmistime na nékteré z osmi pozic (2) zptisoby a podobné y trojek na nékteré

ze sedmi pozic (Z) zpusoby, je hledany pocet roven

L /8\ [/ 7 2 /8\ [ 7
g —|-§ =284+ 56 + 21 + 21 + 56 + 28 = 210.
r)\xr—6 r)\r+5

JINE RESENI. Patnictimistné ¢islo se zépisem cics . .. c15 dava pii déleni jedendcti
stejny zbytek jako soucet

Szcl—CQ+63—C4—|—C5—...—Cl4+015. (1)

Je-li ¢; € {3,8} pro kazdé i, pak vzhledem k tomu, 7ze 8 = —3 (mod 11), d4va soucet S
pii déleni jedenécti stejny zbytek jako soucet S’ o 15 ¢lenech

S'=434+3+3+...£3, (2)

ve kterém pred i-tou trojkou (pro kazdé ) stoji stejné znaménko jako v kongruenci
(=1)"te; = £3  (mod 11). Naopak ke kazdému souctu S’ tvaru (2) lze podle poslednich
kongruenci priradit jediny soucet S tvaru (1) s ciframi ¢; € {3,8}. Hledany pocet
patnactimistnych ¢isel je proto roven poctu vSech téch vybéru znamének v (2), prii kterych

S = (mod 11). Protoze kazdy soucet S’ je lichy nasobek tii, ktery v absolutni hodnoté
nepievysuje Gislo 45, zajimame se o ty vybéry znamének, pii kterych S’ = 33 nebo
S’ = —33. To nastane, pravé kdyz je vybrano 13krat plus a 2krdt minus, nebo naopak

13krat minus a 2krat plus. Hledany pocet je proto roven 2 - (125) = 210.

Za uplné feseni je 6 bodu.
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2. V trojuhelniku ABC mad thel u vrcholu C velikost 105°. Urcete velikosti zbylyjch dvou
vnitrnich whlu, vite-li, Ze téznice vedend z vrcholu A protne osu whlu u vrcholu B
v bode, ktery lezi na ose strany AB. (Jaromir Simsa)

RESENI. Ozna¢me P prisedik téznice AA; s osou o tthlu ABC uvazovaného troj-
thelniku. Podle zadani plati |[AP| = |BP]|, takze |<<A1AB| = g, kde f = |<ABCI.
Ozna¢me R a @ kolmé pruméty bodi A; a C' na stranu AB a zvolme jednotku délky
|BR| = 1. Protoze A; R je stiedni pricka trojihelniku CQB, plati |QR| = 1, |A1 R| = tg f3,
|CQ| = 2tg 3, takze z trojuhelniku ARA; plyne

A t 2

"~ tg|<ALAB] _tg§ - 1 g2 8

Proto muZzeme urcit délku

1=
g2§ cos 3’

2 1
|AQ| = |AR| — |QR| = T 28

takze z trojihelniku AQC pro thel a = | BAC| dostavame

CQ  2tgp .
teor = —— = ——— = 2sin (.
8T T4 T 1 ’

cos f3

Protoze a+ 3 = 75°, vychézi tg(75° — 3) = 2sin 8. Tato rovnost plati pro § = 30°, neplati
vSak pro zadné jiné  z intervalu I = (0°,75°), nebot jeji leva strana je na I klesajici
funkce, zatimco prava strana funkce rostouci.

Odpovéd: Uhel pii vrcholu A je 45°, pii vrcholu B 30°.

JINE RESENI. Zachovejme oznaceni Aq, P, a a 3 z prvniho Feseni. Znovu si vS§imneme,
ze |XA1AB| = g, a pak zapiseme sinové véty pro trojuhelniky AAC a AA,B:

[CAi| _ sin(a — §) L 1BAY sing 1
|AA;| sin 105° |AA;|  sinf  2cos g '

Protoze vsak |C'A;| = |BAi|, plyne odtud rovnost

sin(a — g) 1 . : s f coslb5®
; = neboli sin (a - —> .cos = = )
sin 105° 2 cos g 9 9

Po dosazeni a = 75° — 8 do posledni rovnosti zjistime podobné jako v prvnim feseni, ze
£ = 30° je jedind mozna hodnota.

Za uplné feseni je 6 bodu.
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3. Ctyrsténu ABCD lze vepsat kouli tak, e se dotykd viech jeho stén. Urcete vzddlenost
stredu takové koule od hrany AB, jestlize je ddno:

|AB| = 2a, |CD|=2b, |AC|=|AD|=|BC|=|BD|=c.
Pro kterd c¢isla a, b, ¢ takovy ctyrstén existuje? (Pavel Leischner)

RESENT. Ozna¢me P a @Q stiedy hran AB a C'D zkoumaného étyfsténu. Z rovnoramen-
nych trojihelniki ABC a ABD plyne CP 1. AB a DP 1 AB, takze stény ACD a BC'D
jsou soumérné sdruzené podle roviny DPC' (obr. 1). Podobné stény CAB a DAB jsou
soumeérné sdruzené podle roviny AB(Q). Proto stred S vepsané kulové plochy lezi na pri-
secnici rovin DPC' a ABQ), tedy na tsecce P(). Navic body dotyku této kulové plochy se
sténami CtyTsténu lezi na tseckach AQ, BQ, CP a DP. Ozna¢me x velikost tsecky |SP)|
a znazornéme oba rovnoramenné trojuhelniky ABQ a C'DP s hlavni kruznici vepsané
kulové plochy v tézZe roviné (obr. 2). Plati

[AQ| = [BQ| = V> =1?, |CP|=|DP| =V — a2, |PQ| =+ —a® =12,

Obr. 1

7. dvojic podobnych pravoihlych trojihelniki dostaneme dvoji vyjadieni pro polo-
mér p zminéné kruznice (a vepsané kulové plochy):

_|eQl-|spP bz L IBP|-|SQ| a- (VE—a? =1 —z)
’ ¢ P] 2 —a? ’ | BQ c? — b? '

Srovnanim obou vyjadreni dostaneme lineadrni rovnici pro neznadmou z s fesenim

avc® — a2/ 2 — a2 — b2
T = (%)
ave? — a2 +bve? — b2

a dosazenim do prvni z predchozich rovnosti vyjde

e
P ave2 — a2 + bv/2 — b2’

coz je hledany polomér kulové plochy vepsané danému c¢tyrsténu ABCD.

4
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Obr. 2

JINE RESENI. VyuZijeme toho, Ze pro objem Vipcp, povrch Sapcp a polomér p
vepsané kulové plochy c¢tyrsténu ABC'D plati
Vapep = 37 SaBep, (1)
pricemz v daném pripadeé je
Sapcp =2SaBc +2Scpa =

:2((1\/ 2 —a?+bv/c?— b2).

Podobné jako v prvnim feseni z vlastnosti daného ¢tyrsténu zjistime, ze hrana AB je
kolmé na rovinu C'DP, takze objem Vipcop spocteme jako dvojnasobny objem jehlanu
CDPB s podstavou C'DP a vyskou velikosti a. Je tedy

2 2
Vapep = gab\PQ| = gabm_
Dosazenim do vztahu (1) vyjde

 WE—EF
P= av/e? —aZ + b2 — b2

To je hledana vzdalenost. Nyni vysvétlime, proc¢ takovy ¢tyistén existuje, praveé kdyz
jsou ¢isla a, b a c kladna a spliiuji nerovnost ¢ > a? + b%. Posledni nerovnost je nutni,
nebot dle nasich vypocta |PQ| = +¢? —a? —b%. Obrécené, je-li uvedend nerovnost
splnéna, mizeme popsat, jak ¢tyrstén ABCD sestrojit:
(1) Sestrojime tsecku PQ délky v/c? — a? — b2.
(2) Sestrojime tisecku AB délky 2a tak, aby byla kolma na PQ a aby bod P byl jeji stied.
(3) Sestrojime tsecku C'D délky 2b tak, aby byla kolmd na rovinu ABQ a aby bod @ byl

jeji stred.

7 Pythagorovy véty plyne, ze hrany AC, BC, AD a BD sestrojeného ctyrsténu maji
skutecné délku c. Cislo 2 uréené vzorcem (*) je ziejmé kladné a mensi nez |PQ|, nebot

bvc2 — b2/ c? — a? — b2

/=@ bR =
Proto uvniti tsecky PQ existuje bod S tak, ze |SP| = z. Diky tomu, jak byl vzorec (x)
odvozen, ma bod S od ptimek AQ, BQ), CP a DP stejnou vzdalenost. Ta je i vzdalenosti
bodu S od rovin ¢tytsténu ABCD. Proto lze tomuto ¢tyfsténu skutecné vepsat kouli.

> 0.

|PQ|—x=+Vc?—a®>-1 -z

Za uplné feseni je 6 bodu.
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4. Najdéte vsechny mnohocleny f s redlnymi koeficienty takové, Ze pro kaZdé redlné
cislo x plati nerovnost

f@) -2z f(1—2)+2*+100=0. (1)
(Petr Hlinény)

RESEN{. Necht n je stupeti hledaného mnohoclenu f (zfejmé f = 0) a necht az™ je
jeho vedouci élen (tj. f(x) = ax™+ g(x), kde g je mnohoclen stupné < n— 1, prip. g = 0).
Vedouci ¢len mnohoc¢lenu f(z) -z - f(1 — z) je pak roven (—1)"a?z*"*1. Podle zadani
vsak leva strana dané nerovnice nemuze byt mnohoclenem lichého stupné. Proto nutné
plati 2n + 1 = 3 a zdroveni (—1)"a? = —1, takZe n = 1 a a = 1. Mnoho¢len f je proto
tvaru f(x) = x + b nebo f(x) = —x + b, kde b je vhodna konstanta. Pro f(z) =z + b je
lev4 strana dané nerovnice rovna trojélenu 2 + (b? + b)x + 100, ktery je nezdporny pro
kazdé x, pravé kdyz [b* + b] < 20, tj. b € (—5,4). Pro f(z) = —x + b vychézi trojclen
22 + (b — b)x + 100 a podminka [b? — b| < 20, tj. b € (—4,5).

Odpovéd: Hledané mnohocleny jsou f(z) = x + b, kde b je libovolné ¢islo z intervalu
(—5,4), a f(x) = —x + b, kde b je libovolné ¢islo z intervalu (—4, 5).

Za Uplné teseni je 6 bodu, z toho 4 body za objasnéni, pro¢ n = 1, a po 1 bodu za kazdy nalezeny
interval.



