44. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (1994/1995)

Usttedni kolo kategorie A
Jevitko, 25. dubna 1995

MA®©

1. Je dan ¢tyistén ABCD, pro néjz plati
|<BAC| + |<CAD| + |<DAB| = |<ABC| + |<CBD| + |<DBA| = 180°.

Dokazte, ze |CD| = |AB].

2. Urcete kladna realna cisla x a y, vite-li, ze prumeéry

T+ 2xy [22 + 12
a 2 Y g \/x Y x+y7 2

jsou prirozena ¢isla, jejichz soucet se rovné 66.

3.V roviné je dano pét rtiznych bodl a pét riznych primek. Dokazte, ze z nich lze
vybrat dva rizné body a dvé ruzné primky tak, aby zadny z obou vybranych bodi
nelezel na zadné z obou vybranych primek.



44. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (1994/1995)

Usttedni kolo kategorie A
Jevicko, 26. dubna 1995

MA®©

4. Rozhodnéte, zda existuje 10000 desetimistnych cisel délitelnych sedmi, kterd jsou
zapsana stejnou skupinou deseti ¢islic v riznych poradich.

5. Na kruznici k o stfedu S jsou dany body A a B tak, ze tétiva AB je z bodu S vidét
pod thlem 90°. Kruznice k1, ks se dotykaji zevniti kruznice k po fadé v bodech A, B
a navic se navzajem vné dotykaji v bodé Z. Kruznice ks lezici uvnitt ihlu ASB se
dotyka (zevnitt) kruznice k v bodé C' a (vné) kruznic ky, k2 po fadé v bodech X, Y.
Dokazte, ze tisecku XY je z bodu C' vidét pod tthlem 45°.

6. Pro kterd redlna cisla p ma rovnice
® —2p(p+ )2® + (p* +4p* — Dz —3p® =0

tTi rizné koteny, jez jsou délkami stran nékterého pravothlého trojuhelniku?



44. ROCNIK MO (1994/1995) CELOSTATNI KOLO KATEGORIE A
1. Je dan ctyrstén ABCD, pro nejz plati
|<BAC| + |<CAD| + |<DAB| = |<ABC| + |<CBD| + |<DBA| = 180°.

Dokazte, Ze |CD| 2 |AB. (Pavel Leischner)

RESENI. Na obrazku 1 je sit daného ¢tyfsténu, vznikld otocenim stén ABD, BCD
a C'AD kolem hran stény ABC' do jeji roviny. Rovnosti ze zadani tlohy znamenaji, ze
jak body D1, A a D3, tak i body Dy, B a Dy lezi v primce. Proto je usecka AB stfedni
prickou trojuhelniku Dy Dy D3, coz spolu s trojihelnikovou nerovnosti pro trojici boda
Dy, C a D3 vede k odhadu

9|AB| = | DyDs| < | DsC| + |CDs| = 2|CD.

Tim je nerovnost |CD| = |AB| dokazana.

Dy
Obr. 1
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2. Urcete kladna redlnd cisla x a vy, vite-li, Ze prumery

r+y 2y x? +y?
a = N = \/T s h = s k‘ —=
2 g T+y 2
jsou prirozend cisla, jejichZ soucet se rovnd 66. (Jaromir Simsa)

RESENI. Protoze ¢islo 66 neni délitelné ¢tyfmi, nemiize platit « = g = h = k, takze
jak dobte vime, plati h < g < a < k. Oznac¢me ¢ nejvétsi spoleény délitel cisel a, g. Pak
2 2
c
a = cay a g = cgy, pricemz g; < a; jsou nesoudélnd prirozena ¢isla. Protoze h = g _ ﬂ7
a aq
je cislo ¢ délitelné ¢islem aq, tedy ¢ = day pro vhodné prirozené ¢islo d. Dostavame tak

vyjadreni praméra pomoci ¢isel d, aq, g1:

h=dg;, g=dag, a =daj, k=+/2a>— g* = day\/2a} — g}.

Protoze druhd odmocnina z prirozeného cisla je bud prirozené, nebo iracionalni ¢islo, musi
byt ¢islo \/2a? — g2 piirozené (a to vétsi neZ ap, nebof g3 < ap). Proto je levd strana

rovnosti
dg? + day gy + da} + dayy/2a} — g7 = 66 (1)

véts nez 2a? (vzhledem k nerovnosti d = 1 stacf uvaZovat jen tieti a ctvrty scitanec).
Odtud plyne 2a3 < 66, neboli a; < 5. Snadno se zjist{, kterd z deseti odmocnin

2a2 — g3, kde 1< g1 <aj <5,
je rovna prirozenému ¢islu: takova je jediné odmocnina v/2 - 52 — 12 proa; =5 a g; = 1.

Dosazenim do (1) zjistime, ze d = 1. Pruméry (h, g, a, k) = (1,5, 25, 35) mé dvojice kofeni
rovnice 2 — 50t 4 25 = 0, tedy dvojice ¢isel {z,y} = {25 + 106,25 — 10/6}.
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ROCNIK MO (1994/1995) CELOSTATNI KOLO KATEGORIE A
V roviné je ddno pét riznych bodi a pét riznych primek. Dokazte, Ze z nich lze vybrat
dva rizné body a dvé ruzné primky tak, aby Zddny z obou vybrangch bodi nelezel na

Zadné z obou vybranijch primek. (Petr Hlinény)

RESENI. Ozna¢me dané body Ay, As, ..., As, dané pifmky p1, po, ..., ps a rozlisme

dva pripady:

(D

Na kazdé dané primce lezi nejvyse dva dané body. Kdyby A; € p;j N pi pro nékteré
indexy ¢ a j # k, platilo by A, € p;Upy, pro nejvyse tii hodnoty = (véetné z = i), takze
by zbylé dva dané body spolu s piimkami p;, py tvofily vhodny vybér. V opacném
piipadé by kazdym bodem A; prochazela nejvySe jedna piimka p;; pak by dokonce
nékteré ¢ piimky p; neprochézely ani bodem A, ani bodem A,.

Na nekteré dané primce lezi aspon tri dané body. Necht napriklad body A, As a As
lezi na pfimce p;. Protoze kazda pfimka p; (j > 1) prochazi nejvyse jednim z bodt
Ay, Ay, As (jinak by bylo p; = p1), mizeme ji prifadit dvouprvkovou mnozinu
M; C {A1, Aa, A3} takovou, ze p; N M; = (). AvSak tfiprvkovd mnozina mé pouze tfi
rizné dvouprvkové podmnoziny, takze nékteré dvé ze ¢ty mnozin My, M3, My a Ms;
jsou stejné. Pti vhodném ocislovani bodu a piimek tedy plati My = Mz = {A;, As}.
To znamena, ze je mozné vybrat body Ay, As a primky ps, ps.
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4. Rozhodnéte, zda existuje 10000 desetimistnych cisel délitelnych sedmi, kterd jsou
zapsdna stejnou skupinou deseti cislic v riznich poradich. (Jaromir Simsa)

RESENI. VSechna desetimistng ¢isla rozdélme do skupin tak, aby dvé ¢isla padla do
téze skupiny, pravé kdyz jsou zapsana stejnym souborem deseti cifer. Podle vzorce pro

19

pocet kombinaci s opakovanim existuje pravée 9 riznych neusporadanych soubort

deseti ¢islic. Protoze je mezi nimi i soubor deseti nul, je pocet zminénych skupin, do
kterych jsme rozdélili vSechna desetimistna cisla, roven ¢islu

19 1918 -...-11
1= C1=19-17-13-11-2— 1 = 92377 < 10°.
<9) 1-2-....9 =

Pocet desetimistnych nasobkt sedmi je vsak ziejmé vétsi nez 10°. Proto se v nékteré
ze zminénych skupin vyskytuje vice nez 1097° = 10* &isel délitelnych sedmi. Tvrzeni ze
zadani ulohy tedy plati.
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5. Na kruznici k o stredu S jsou dany body A a B tak, Ze tétiva AB je z bodu S vidét
pod thlem 90°. Kruznice k1, ko se dotykaji zevnitr kruznice k po radé v bodech A, B
a navic se navzdjem vne dotykaji v bodé Z. Kruznice ks leZici uvnitr whlu ASB se
dotgkad (zevnitr) kruznice k v bodé C' a (vné) kruznic ki, ko po tadé v bodech X, Y.
Dokazte, Ze usecku XY je z bodu C' vidét pod tihlem 45°. (Miroslav Englis)

RESENT. Necht k(S,r) a k;i(S;,r;) jsou zminéné kruznice. Trojihelnik SS1S, se
stranami délek

|SSl| =r—r, |SSQ| =T —"T9, |5152| =T —l—?“g (1)

k1

Obr. 1

ma podle zadani pravy tuhel pri vrcholu S. Na obr.1 je tento trojuhelnik doplnén na
pravothelnik SS;DS5. Novy bod D ma podle (1) od bodu Sy, Sa, S vzdélenosti

|DSi| =1 =71y, [DSo|=7r—7r1, |DS|=r+rs. (2)

Sye

: Sy
Obr. 2
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Z trojuhelnikové nerovnosti |S153] < |SSi| + |SS2| vzhledem k (1) okamzité plyne
r1 4+ ro < r. Proto je mozné uvazovat o kruznici se stfedem D a polomérem rovnym
r —ry —rg (neoznacend kruznice na obr.1 lezici v ihlu ASB). Tato kruznice mé podle (1)
vSechny vlastnosti kruznice k3 z textu tlohy: dotyka se zevniti kruznice k a vné kruznic
k1, keo. Protoze kruznice ks je pro dané kruznice k, ky a ky zfejmé jedina, plati S5 = D
ars =1 —ry —ry. Podle véty o obvodovém a stredovém tihlu to znamend (obr.2), Ze

1 1
[AXCY| = 5 - |55 DSy| = 5 - 90° = 45°.

Tim je diikaz hotov.
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6. Pro kterd redlnd cisla p ma rovnice
2> =2p(p+1)a® + (p* +4p° — 1)z —3p* = 0 (1)

tri ruzné koreny, jez jsou délkami stran nékterého pravouhlého trojihelniku?
(Jaromir Simsa)

RESENI. Pro kladné kofeny a, b, ¢, 0 < a < b < ¢, rovnice (1) musi platit Pythagorova
véta a? 4+ b? = ¢ a Vietovy vzorce

a+b+c=2p(p+1), ab+bc+ac=p*+4p* -1, abc=3p>. (2)
Dostavame tak

22 =a* + 0>+ = (a+b+c)* —2(ab+be + ac) =
=4p*(p+1)* = 2(p" +4p° — 1) =2(p" + 1),

tj. ¢ = p*> + 1. Proto ze vzorcti (2) dale plyne

a+b=2p(p+1)—c=p°+2p—1,
ab=p* +4p® —1 —c(a +b) = 2p* — 2p.

Cisla a, b jsou tedy kofeny kvadratické rovnice
u? = (p?+2p — Du+2p° = 2p =0,

coZ jsou (po snadném vypoctu) ésla 2p a p? — 1. Odtud plyne nutnd podminka p > 1.
Cisla 2p, p> — 1, p? + 1 jsou koreny (1), pravé kdyz sphiuji tieti Vietiv vzorec

2p(p® — 1)(p* +1) = 3p>, neboli  p(2p® + 1)(p* — 2) = 0.

S ohledem na p > 1 tak dostavame jediné feSeni p = v/2, kdy kofeny (1) jsou tfi ¢isla 1,

2v/2 a 3.



