75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Usttedni kolo kategorie A
Brno, 16. brezna 2026

IMA®©

1. Pro kladna redlnd &isla z, y, 2 plati 22 +y? + 22 = 75 a dva ze t¥{ souctt x +y, y + 2,
z 4+ x jsou aspon 10. Urcete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu zbyvajiciho souctu.

2. Necht T je tézisté ostrotihlého trojihelniku ABC. Na kratsim oblouku BC' kruznice
jemu opsané je dan bod P. Ozna¢me P’ patu kolmice z bodu P k usecce BC'. Déle
oznacme X prusecik primky P'T a rovnobézky s BC vedené bodem A. Nakonec
oznac¢me S stied usecky PX. Dokazte, ze | X BAP| = |1 SAC].

3. Rekneme, 7e skupina nékolika lidi je trojitd, pokud se kazdy ¢len skupiny zné s piesné
tfemi dalsimi cleny a skupinu nelze rozdélit do dvou neprazdnych casti tak, aby kazdy
jejich ¢len mél vSechny své znamé ve své ¢asti. Vztah znamosti je vzajemny. Urcete
nejvetsi celé Gislo k = 3, pro které existuje kladné celé ¢islo n takové, ze z kazdé
trojité skupiny s alespon n lidmi lze vybrat alespon k lidi a posadit je ke kulatému
stolu tak, ze se kazdi dva sousedé znaji.

Soutézici ma na vypracovani uloh 4,5 hodiny ¢istého casu;
pripadné dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny
v prvnich 20 minutach. Za kazdou tlohu mtze soutézici zis-
kat 7 bodii; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale
i logicka bezchybnost a tplnost sepsaného postupu, vysledky
vSech potifebnych pisemnych nebo pamétnych vypoctt musi
byt zaznamenany. Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci
potteby. Knihy, kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elek-
tronické pomiicky dovoleny nejsou.
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4. Necht a, b jsou rizna kladnd celd &isla takova, ze ¢isla a® + 1 a ab + 1 maji stejné
mnoziny prvoéinitelt. DokaZte, Ze ¢islo a? + b + 2 je délitelné druhou mocninou
nekterého prvodisla.

5. Necht P = (a1, as ..., asg) je libovolné potadi éisel 1,2, ..., 2026. Rekneme, Ze index
i€ {1,2,...,2026} je dobry, pokud kazdé z 2026 ¢isel
Qj,
Qi — Aj41,
@; — Qi1 + Qi42,

a; — Qjy1 + Qi4o2 — G4 3,

; — Qip1 + ... — Q42023 + Gi42024,
@ = Qi1+ .0 — Q42023 T Q342024 — @i+2025
je nezdporné, kde indexy pocitame modulo 2026, tj. klademe a; 2026 = a; pro

kazdé celé j. Oznacme n(P) pocet dobrych indexu poradi P. Uréete nejmensi mozné
i nejvétsi mozné n(P).

6. Necht ABCDEF je sSestitthelnik vepsany do kruznice se sttedem O, jehoz kazdé dvé
protilehlé strany jsou rovnobézné. Primky AB, C'D a EF vymezuji trojihelnik A4
a piimky BC, DE a FA vymezuji trojihelnik A,. Dokazte, ze stfedy kruznic
opsanych trojuhelnikim A; a As jsou soumérné sdruzené podle bodu O.

Soutézici ma na vypracovani uloh 4,5 hodiny ¢istého casu;
pripadné dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny
v prvnich 20 minutach. Za kazdou tlohu mtze soutézici zis-
kat 7 bodii; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale
i logicka bezchybnost a tplnost sepsaného postupu, vysledky
vSech potifebnych pisemnych nebo pamétnych vypoctt musi
byt zaznamenany. Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci
potteby. Knihy, kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elek-
tronické pomiticky dovoleny nejsou.
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1. Pro kladnd redlnd ¢isla x, y, z plati 2% 4+ y? + 22 = 75 a dva ze t7f souctii x +y, y + 2,
z 4+ x jsou aspon 10. Urcete nejmensi a nejvetsi moznou hodnotu zbyvajiciho souctu.
(Patrik Bak)

RESENI. Bez tijmy na obecnosti predpokladejme x +y = 10 a « + 2z = 10. Mame
najit nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu souctu y + z. Dokazeme, Ze nejmensi mozna

hodnota je % a nejvetsi mozna hodnota je 10. Hodnoty 1?0 lze dosdhnout volbou
(z,y,2) = (2,2,2) a hodnoty 10 lze dosdéhnout volbou (z,y,2) = (5,5,5). Zbyva tak

dokéazat, ze plati 1—?? <y+2z<10.
e Diikaz horniho odhadu y + z < 10: Sporem predpoklddejme y + z > 10. Potom

300=3-10*< (z+y)°+(y+2)°+(z+a)°=
= 2(a? + 2 + 2%) + 22y + 2yz + 222 S 4(2? +y* 4 22) =4 - 75 = 300,

kde jsme vyuzili nerovnost 2ab < a? 4 b2, platnou pro libovolné reélna éisla a, b; tuto
nerovnost ziskdme tipravou nerovnosti 0 < (a—b)2. Obdrzeli jsme tak spor 300 < 300,
tedy nejveétsi moznad hodnota souctu y + z je skutecné 10.

e Diukaz dolniho odhadu y + z = %: Plati z +y =2 10 a x + 2 = 10, proto y = 10 — x
a z 2 10 — z. Odtud zfejmé plyne x < 10, protoze v opacném priipadé by platilo
2?2 +y? + 22 > 22 2 100 > 75. To znamend, ze 10 — z > 0, a proto y? = (10 — z)?
a z2 = (10 — z)2. Dostavame tak

=22 +y? + 222 2% + (10 — 2)? + (10 — 2)* = 322 — 40z + 200.
Upravou ziskdme
0 2> 32 — 407 + 125 = (z — 5)(3x — 25).
Odtud jiz nutné 5 < z < % Nyni jiz mizeme urcit nejmensi moznou hodnotu y + z:

y+z2 (10—x)+(10—x):20—2x§20—2-?:%.

JINE RESENI. Ozna¢me ¢ = 1 (z+y), b= 3(z+2),a = 3(y+2). Potomz = b+c—a,
y=a-+c—b, 2=a+b— c. Bez Gjmy na obecnosti necht x +y = 10 a x + z = 10, tedy
b 25 ac=5. Uréime nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu souctu y + z = 2a odhadem
hodnoty a.

Dosazenim do prvni rovnice dostaneme

O=a?+y*+22-T5=(b+c—a)+(a+c—b>+(a+b—c)*—75=
= 3a® + 3b% 4+ 3¢* — 2ab — 2bc — 2ca — 75 = 3a® — 2a(b + ¢) + 3(b* + ¢*) — 2bc — 5.

Tuto rovnici vytesime jako kvadratickou s nezndmou a, dostaneme

_2(b+c) £ /4 +c)2 —4-3(3(b2 + c2) — 2bc — 75)
B 2.3

b+ e+4/225 —8(b% + ¢?) + 8be

— 5 ,

3
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Uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a kvadratickym primérem ziskdme

bk V/225 = 8(0? + 2) + 8be _ \/b2+02+225—8(b2+02)+8bc

3 = 3
_\/225—7(b2+02)+8bc_\/225—3(62+02)—4(b—c)2<
B 3 B 3 =
S\/225—3(172+c2)§5
= 3 = )

jelikoz podle predpokladii b, c = 5, a tedy i b2, ¢? = 25. To znamena, ze y + z = 2a < 10.
Rovnost nastane v pripadé b = ¢ = 5, tedy stejné jako v prvnim teSeni je tato hodnota
dosazena pro x =y = z = 5.

Nyni odhadneme hodnotu a zdola. Plati

b+c— /225 —8(02 +¢2) +8bc  (b+c) — /225 — 4(b> + ¢2) — 4(b — ¢)?
3 B 3

> (b+c) — /225 — 4(b% + ¢2)

3

1\

a

1\

1\

)
37

kde znovu vyuzivame b,c = 5 a b%,c? = 25. To znamena, ze y + z = 2a = %. Rovnost
nastane v pripadé b = ¢ = 5, tedy stejné jako v prvnim teseni je tato hodnota dosazena

— 25 — =2
pror =2 ay=z=3.
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2. Necht T je téziste ostrotuhlého trojuhelniku ABC'. Na kratsim oblouku BC' kruznice
jemu opsané je ddn bod P. Oznacme P’ patu kolmice z bodu P k isecce BC. Dile
oznacme X prusecik primky P'T a rovnobézky s BC' wvedené bodem A. Nakonec
oznacme S stred isecky PX. Dokazte, Ze |<BAP| = |<SAC]. (Michal Janik)

RESENI. Nejprve vyfesime pifpad, kdy je bod P stfedem kratstho oblouku BC
kruznice opsané trojihelniku ABC. Pfimka AP je tak osou ihlu BAC. Bod P’ je v tomto
pripadé stfedem usecky BC, takze P'T splyva s téznici z vrcholu A. Bod X tak splyva
s bodem A a nakonec bod S lezi na piimce AP. Protoze AP je osou thlu BAC, plati
| BAP| = | SAC|.

Ve zbytku teseni predpoklddejme, ze bod P je rtizny od stredu kratsiho oblouku BC
kruznice opsané trojuhelniku ABC. Oznac¢me ) bod na kruznici opsané trojihelniku
ABC ruzny od bodu P takovy, ze plati PQ || BC. Z uvedené rovnobéznosti plyne, ze
BPQC' je rovnoramenny lichobéznik, a tedy obvodové tthly BAP a QQAC maji stejnou
velikost. K dikazu pozadované rovnosti |[XBAP| = |4SAC| staci ukdzat, ze body A, S,
Q lezi na téze primce.

Ukézeme, ze APQX je rovnobéznik. Plati AX || BC a BC || PQ, tedy i AX || PQ.
Staci nam tak ukazat, ze |AX| = |PQ|. Ozna¢me M stied usecky BC'. Jelikoz body M
i P lezi na primce BC', z rovnobéznosti AX a BC plyne, ze trojihelniky TAX a T M P’

jsou podobné, plati tak
[AX] _ |AT] _

\MP'|  |MT|
jelikoz tézisté trojuhelniku ABC' déli jeho téznici AM v poméru 2 : 1.

Protoze BPQC je rovnoramenny lichobéznik a je symetricky podle osy usecky BC,
plati |PQ| =2 - |MP’|, a proto |[AX| =2 |MP'| = |PQ|. To spolu s rovnobéznosti PQ
a AX dava, ze APQX je rovnobéznik. Bod S je stfedem jeho uhlopricky PX, takze je
i prusecikem jeho thlopficek, a tedy S lezi i na thlopfic¢ce AQ (dokonce je jejim stiedem).
Proto |[<BAP| = |[4QAC| = |4 SAC|, jak jsme méli dokdzat.

2,
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3. Rekneme, Ze skupina nékolika lidi je trojita, pokud se kaZdij clen skupiny znd s presné
tremi dalsimi cleny a skupinu nelze rozdelit do dvou neprdzdngjch cdasti tak, aby kazdy
jejich clen mél vSechny své zndmé ve své casti. Vztah zndmosti je vzajemny. Urcete
nejuetsi celé cislo k = 3, pro které existuje kladné celé cislo n takové, Ze z kaZdé trojité
skupiny s alespon n lidmi lze vybrat alespon k lidi a posadit je ke kulatému stolu tak,
ze se kazdi dva sousedé znaji. (Jozef Rajnik)

RESENI. UkéZeme, Ze TeSenim je k = 5. Skupinu lidi, ve které lze vybrat k lidi
a posadit je kolem kulatého stolu tak, aby se kazdi dva sousedé znali, budeme nazyvat
k-kulatd.

Nejprve ukdzeme, ze zadné k 2 6 nevyhovuje. To udélame tak, ze pro kazdé nezdporné
celé ¢islo n najdeme trojitou skupinu 4n + 10 lidi, ve které zadna k-tice s k = 6 neni
k-kulata. Konstrukce je znédzornéna na obrazku. Vrcholy grafu odpovidaji lidem, hrany
odpovidaji znamostem.

41 + 3 dn+7

2 7
1 6 A2 An+6
‘ 5 9 4i 45 4n + 10
3 8

4i + 4 dn+9 4n+8

Cleny skupiny oéislujeme od 1 po 4n 4+ 10 a celou skupinu rozdélime na n + 2 bunék:
e clenové 1, 2, 3, 4 a 5 se znamostmi {1,2}, {1, 3}, {1,4}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5};
o Clenové 4i+ 2, 41+ 3, 4i + 4 a 4i + 5 se zndmostmi {4i + 2,4i + 3}, {4i + 2,4i + 4},

{4i+3,4i+4}, {4i+3,4i + 5}, {41+ 4,41 + 5} pro kazdé 1 € {1,2,...,n};

e Clenové 4n + 6, 4n + 7, 4n + 8, 4n + 9 a 4n + 10 se zndmostmi {4n + 6,4n + 7},

{4n+6,4n+8}, {4n+7,4n+9}, {4n+7,4n+10}, {4n+8,4n+9}, {4n+8,4n+10}.
Nadto se znaji jesté dvojice {4i + 1,4i + 2} pro kazdé i € {1,2,...,n+ 1}.

Snadno vidime, ze takova skupina lidi je trojita. Navic u kulatého stolu mohou sedét
jen clenové jedné bunky — pokud by totiz u stolu sedéli dva lidé z riznych bunék, musela
by na kazdém ze dvou obloukii mezi nimi sedét ta saméd dvojice {4i + 1,4i + 2}, pro
nékteré i € {1,2,...,n}. Jelikoz kazda buinka mé nejvysSe 5 ¢lenu, nelze za kulaty stul
usadit vice nez 5 lidi. Takto sestrojena trojita skupina lidi proto neni k-kulatd pro k& = 6.
Priklad takové skupiny pro n = 3 vidite na obrazku.

Ve zbytku teseni dokazeme, ze kazda skupina s alespon péti lidmi je Skulaté. Po-
stupujme sporem. Predpokladejme, Ze existuje néjaka alespon péticlennd trojita skupina
lidi, kterd neni Skulatd. Vezméme nejdelsi posloupnost P = (aq, as, ..., a;) riznych ¢lent
uvazované skupiny, v niz se libovolni dva sousedni lidé znaji. Jelikoz nase skupina neni

6
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Skulaté, jeji ¢len a; neznd zédného Clena a;, kde i = 5. Také vSichni jeho znami musi byt
v posloupnosti P, jinak bychom mohli posloupnost P prodlouzit. Proto ¢ = 4 a ¢len ay
zna pravé cleny as, as, ay.

Ukézeme, ze t = 5. Pro spor predpokladejme, ze t = 4. Jelikoz posloupnost P nelze
prodlouzit, ¢len a4 zna Cleny ai, as, as. Dostavame skupinu ¢tyt lidi, ve které se kazdy
zna s kazdym, tedy neznaji zddného z ostatnich ¢lent. Néjaci ¢lenové mimo tuto ¢tverici
existuji, jelikoz uvazujeme alespon péti¢lennou skupinu. Dostali jsme tak rozdéleni na dveé
neprazdné skupiny, které je ve sporu s vlastnosti trojité skupiny ze zadani. Proto plati
t=5.

Jelikoz ¢len ayq znd Eleny aq, as, as, tak ¢lenové as a ay se neznaji. Clen as zna ¢leny
a1, az. Jeho tretiho zndmého oznacme b. Pokud by platilo b = a; pro néjaké i, tak i = 5
a umime ke kulatému stolu posadit lidi a1, as, aq, . . ., a;, as, kterych je i, ¢ili alespon 5, a to
je spor. Proto se ¢len b nenachézi v posloupnosti P. Vsichni znami c¢lena b se vsak v této
posloupnosti musi nachazet, jinak bychom ji uméli prodlouzit tim, Ze a; nahradime b
a timto znamym. Tedy clen b mé& kromeé ay jesté néjakého znamého a; v posloupnosti P.
Clenové a1, as a a4 jiz maji véechny t¥i své zndmé v posloupnosti P, proto j = 5. Potom
vSak umime ke kulatému stolu posadit j clent b, as, as, a4, as, ..., a;j, coz je spor. Tim
jsme ukézali, ze kazda trojitd skupina s alespon péti lidmi je bkulata.

m a;

a; as a, as - Ty
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4. Necht a, b jsou riznd kladnd celd c¢isla takovd, Ze ¢isla a* +1 a ab+ 1 maji stejné
mnoZiny prvociniteli. DokaZte, Ze ¢islo a® + b* + 2 je délitelné druhou mocninou
nékterého prvocisla. (Dominik Martin Rigész)

RESENI. Necht p je prvocinitelem ¢isla ab+ 1. Jelikoz ¢isla a® +1 a ab+ 1 maji stejnou
mnoZinu prvociniteld, tak p | a*> + 1. Pak p | a®> + 1 — (ab + 1) = a(a — b). Ale ¢isla a,
ab + 1 jsou zfejmé nesoudélnd a p | ab + 1, nemuze tak platit p | a, tedy plati p | a — b.
Pokud je tedy néjaké prvocislo p délitelem ab + 1, pak je kromé a? + 1 délitelem i a — b.

Ukdzeme, Ze existuje prvocislo p takové, ze p? | ab + 1. Potom bude platit p | a — b,
tedy p? | (a — b)? a dale p* | (a — b)® + 2(ab+ 1) = a® + b? + 2, coz mame dokdzat.

Sporem predpoklddejme, Ze ab + 1 je bezcétvercové (tedy neni délitelné druhou
mocninou zadného prvocisla). Jak jsme jiz ukazali diive, kazdé prvocislo, které déli
ab+ 1, déli i ¢islo a — b. Protoze ab + 1 je bezcétvercové, plati ab+ 1 | a — b. Soucasné
¢isla a, b jsou ruznd, takze a — b # 0 a plati ab+ 1 < |a — b|. Odtud dostéavame
ab < ab+ 1 = |a — b < max(a,b) < ab, protoze a, b jsou kladna celd ¢isla, ¢imz
jsme dospéli ke sporu. To znamena, ze ab+ 1 neni bezc¢tvercové, coz nam stacilo dokazat.

PozZNAMKA. Dvojici, kterd splituje podminky ze zadéni, je naptiklad (a,b) = (3, 13),
proni plati > +1=2-5,ab+1=2%-5 (a a® + b> + 2 = 22 - 32 . 5). Dalsimi dvojicemi
spliiujicimi podminky tlohy jsou napiiklad (31,993) a (13,523), pro né maji &sla a? + 1
a ab + 1 tii rizné prvocinitele.
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5. Necht P = (a1, as . . ., agag) je libovolné poradi ¢isel 1,2, . ..,2026. Rekneme, e index
i€ {1,2,...,2026} je dobry, pokud kazdé z 2026 cisel

As,
a; — a’i—l—ly
a; — Qi1 + G442,

a; — Qi1 + G2 — @443,

; — Qjp1 + ... — Q42023 + 42024,

a; — Qi1+ ... — Q12023 + Q312024 — @54-2025

je nezdporné, kde indexy pocitame modulo 2026, tj. klademe aji2026 = a; pro
kazdé celé j. Oznacme n(P) pocet dobrych indexi poradi P. Urcete nejmensi mozné
i nejuétsi mozné n(P). (Jakub Krivosik)

RESENT. UkéZzeme, Ze nejvétsi mozna hodnota n(P) je 1013 a nejmensi mozna hodnota
n(P) je 1.

Soucet vSech ¢isel je 1 +2 + ... 4 2026 = % - 2026 - 2027 = 1013 - 2027, coz je liché
¢islo. To znamend, ze soucet vSech ¢isel se sudymi indexy je rizny od souctu vSech cisel
s lichymi indexy, a tedy jeden z téchto souctu je mensi. Pii dokazovani odhada budeme
bez 1jmy na obecnosti predpokladat, ze mensi souc¢et maji ¢isla na sudych pozicich.

Nejprve uréime nejvétsi moznou hodnotu n(P). Zadny sudy index 4, nemtize byt
dobry, protoze

a; — Qi+1 + ...+ Qj42024 — Q42025 =

=a; + aira+ -+ aiyo024 — (Qigt1 + Girs + ...+ Qir2025) < 0.

To znamenad, ze n(P) < 1013. Ukazeme, ze hodnoty 1013 l1ze dosdhnout napiiklad volbou
a1 = 2026, ay = 2025, ..., aspee = 1. Samotny Clen ag; 11 je zrejmé nezaporny. Kazdy clen
se sudym indexem je o 1 mensi nez ten predchazejici, takze kazdy soucet tvaru

A2i+1 — A2i42 +++ + Q2541 — G2542
—_——— —_———

20 >0
je nezaporny. To znamend, Ze i kazdy soucet tvaru

A2i+1 — A2i42 + «+* + Q2541 — A25+2 + A2543,

je nezaporny, protoze prictenim kladného cisla as; 43 se nezdpornost zachova. Vsech 1013
lichych indexi je proto dobrych, takZe nejvétsi moznd hodnota n(P) je 1013.

Nyni ukdzeme, ze nejmensi mozna hodnota n(P) je 1. Oznacme b; = agi—1 — ay;.
Z definice b; musi platit by +bs + - - -+ b1p13 > 0. Index tvaru 2j + 1 je dobry, pokud kazdé
z 2026 cisel

azj1, bjy1,  bjp1+agiys,  bjp1+bipe,
bjt1 4 ...+ bjr1012 + 2542025, bjp1 + ...+ bjri013,

9
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bude nezaporné, kde indexy u a poc¢itdme modulo 2026 a u b modulo 1013. To nastane,
kdyz kazdé z 1013 cisel

bit1, bjy1+bjpa, ..., bjpi+bipo+ -+ bioig+bi -+ by

je nezaporné, jelikoz prictenim kladného cisla se nezapornost zachova.

Necht m je nejmensi index, pro ktery je soucet by +bs + - - - + b, minimalni. Pokud by
byl tento soudet nezdporny, tak by byl index 1 dobry a platilo by pozadované n(P) = 1.
Predpokladejme, zZe je soucet by + by + - - - + by, zaporny. Ukazeme, Ze index 2m + 1 je
dobry.

Pokud by pro néjaké celé ¢islo k spliujici m+1 < k < 1013 platilo b1 +. . .+bg < 0,
pak

by +ba+ -+ by +bpi1+ -+ b <by+by+ -+ by,

coz je ve sporu s definici m. Pro kazdé k splnujici m +1 < k < 1013 tak plati
bma1+ -+ bi = 0.

Déle ukazeme, ze plati b1 + -+ + bio1z + b1 + - -bp = 0 pro kazdé celé cislo k
spliujici 1 £ k < m. Plati

bmt1+ -+ +biorg + b1+ + 0k Z b1 + -+ bio1z + 01 + -+ + by >0,

kde jsme vyuzili, Ze pro kazdé k plati by + -+ + by, = by + -+ - + byy,.
Ukazali jsme tak, ze kazdé z Cisel

bm+1,  bmy1 Fbmyo, ooy by Fbmga -+ bz 01+ + by

je nezaporné. Index 2m + 1 je proto dobry a i v tomto piipadé plati n(P) = 1. Hodnoty
n(P) = 1 lze dosdhnout volbou a; = 2026,a9 = 1,a3 = 2,...,a2026 = 2025, kde pro
kazdé i € {2,3,...,2026} je a; — a;+1 = —1, tj. i neni dobry index. Jedinym dobrym
indexem tak muze byt 1. Takze nejmensi mozna hodnota n(P) je 1.

KOMENTAR. ReSeni si miizeme predstavit i graficky. Budeme délat kroky o b; nahoru,
je-li b; = 0, nebo o |b;] dolu, je-li b; < 0. Plati by + by + - - - 4+ b1o13 > 0, proto hodnota na
konci je nad ¢ernou ¢arkovanou ¢arou. Index m oznacuje prvni krok, ktery nas dostane
na nejnizsi hodnotu (¢ervend teckovana ¢ara). Cilem je ukazat, ze pokud zacneme s by, 41
(misto by) a po bip13 budeme pokracovat s by, .. ., by, tak tato posloupnost nikdy neklesne
pod pocatecni hodnotu.




75. ROCNIK MO (2025/2026) IV. KOLO KATEGORIE A

6. Necht ABCDEF je sestiuhelnik vepsany do kruznice se stredem O, jehoZ kaZdé dvé
protilehlé strany jsou rovnobeziné. Primky AB, CD a EF vymezuji trojuhelnik Aq
a primky BC, DE a F'A vymezuji trojuhelnik Ao. Dokazte, Ze stredy kruznic opsanijch
trojuhelnikim Ay a Ay jsou soumeérné sdruzené podle bodu O. (Michal Janik)

RESENI. Necht O; a Oy jsou po fadé stiedy kruznic opsanych trojihelnikiim A; a As.
Oznac¢me pq, p2 a p kolmice k AB prochazejici po fadé body O, Oy a O. Ukazeme, ze
primky p1 a ps jsou soumérné sdruzené podle primky p.

Oznacme P a (@ prusecCiky pfimky AB po radé s primkou C'D a ptimkou FF'. Podobné
oznacme R a S pruseciky primky DE po fadé s prfimkou BC' a primkou F'A. Piimka p;
je osou usecky PQ), jelikoz je kolma k tétive P a prochézi stfedem kruznice opsané
trojihelniku A;. Podobné ps je osou tusecky RS. Déle p je spolecnou osou tsecek AB
a DFE, jelikoz tyto tsecky jsou rovnobéznymi tétivami zadané kruznice se sttedem O a p
je k témto tiseckam kolma.

Pomoci vektorti dokazeme, ze primky p; a ps jsou soumérné sdruzené podle p.
Oznacme M, stied usecky PQ a M stied tsecky AB. Protoze primky p; a p jsou po

IR
radé osami usecek PQ) a AB, bod M lezi na p; a bod M lezi na p. Potom MM je vektor
posunuti zobrazujiciho primku p; na p, ktery je soucasné kolmy k primce p. Tento vektor
muzeme vyjadrit nasledovné

J%MZMJ—Mﬁ:;?—m@+§§:

— ——
:QA+%?+§ﬁ_ %§+§ﬁ :QA%EE

Analogicky vyjadiime vektor posunuti zobrazujiciho p na po, ktery je kolmy na p, a to

-+ DR-SE
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Abychom ukézali, Ze p; a ps jsou soumérné sdruzené podle p, potfebujeme dokézat,
— —
Je U méa stejnou velikost a orientaci jako M7 M. Staci nam tak ukazat, ze plati QA —
_ BP = DE — SE. Vsimnéme si, 7e APDS a QBRE jsou rovnob&miky. Plati tak

QA—BP =QB— AP = ER—SD = DR - SE,

jak jsme chtéli dokazat. Primky p; a ps jsou tedy soumérné sdruzené podle primky p.

JelikoZ jsou py a po soumeérné sdruzené podle primky p, jsou sdruzené i podle bodu O,
ktery na primce p lezi. Nechf ¢, ¢2 a g jsou kolmice k BC' prochazejici po fadé body Oy,
02 a O. Analogicky dokazeme, ze primky ¢ a g2 jsou soumérné sdruzené podle bodu O.
Jelikoz O1 je prusecik primek py, ¢ a O je prusecik primek ps, g2, jsou i body O7 a Oy
soumérné sdruzené podle bodu O.
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