75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/26)

[1l. kolo kategorie Z9

79-111-1
Prirozené ¢islo nazveme vinité, pokud je zapsano pravé dvéma riiznymi cislicemi, které
se pravidelné stiidaji. (Napf. ¢isla 4343 a 43434 jsou vlnita, ¢isla 4334 a 43134 nikoli.)
Urcete vSsechny dvojice pétimistnych vinitych cisel takovych, ze jejich soucet je 64645,
jejich rozdil je vinité ¢islo a v zapisech ¢isel a jejich rozdilu je pouzito Sest navzajem riznych
¢islic. (M. Dillingerova)

Mozné feSeni. Zadani muzeme zapsat ve formé algebrogramu s navzajem riznymi ¢isli-
cemi a,b,c,d, e, f:

ababda ababda
+cdcdec —cdede
64645 fefe

Hledan4 ¢isla jsou pétimistnd, tedy ¢islice a a ¢ jsou nenulové. Cislice a a ¢ jsou navzijem
ruzné, tedy také cislice e je nenulova. Rozdilem je kladné cislo, tedy

a > cC.

Vysledkem rozdilu je vlnité ¢islo, tedy pii rozdilech ¢islic nedochazi k prechodim pres
desitku (kdyby tomu tak bylo, pak by se lisily ¢islice na mistech jednotek a stovek). Proto
je rozdil pétimistné cislo a plati
b>d.
Vysledkem souctu je pétimistné cislo, tedy u souctu ¢islic a a ¢ nedochazi k prechodu
pres desitku. Cislice ve vysledku na mistech jednotek a stovek se lifi, tedy u souétu é&islic
b a d k prechodu pfes desitku dochazi. Z cislic v zapise souctu plyne

a+c=5 b+d=14.

Vsem uvedenym podminkédm vyhovuji nasledujici dvojice ¢islic a, ¢ a b, d; pro kazdou
dvojici dopocitame jejich rozdil:

a 4 3 b 9 8
c 1 2 d 5 6
e 3 1 f 4 2

Aby v zapisech hledanych ¢isel a jejich rozdilu byly navzajem riizné Cislice, lze kombi-
novat bud prvni moznost z prvni tabulky s druhou ze druhé, nebo druhou moznost z prvni
tabulky s prvni ze druhé. Vsechny dvojice vyhovujicich ¢isel jsou:

48484, 16161 a 39393, 25252.

Hodnoceni. 2 body za vhodny zapis a formulaci vztahti mezi ¢islicemi; po 1 bodu za
kazdou vyhovujici dvojici ¢isel; 2 body za tplnost rozboru moznosti a kvalitu komentéare.



Z9-111-2
Je dan rovnobéznik ABC'D a bod E tak, ze plati:

délka strany AD je 17 cm,

bod FE je prusecikem polopiimky C'B a kolmice k pfimce AB jdouci bodem D,
délka tisecky DFE je 24 cm,

obsahy rovnobézniku ABCD a trojuhelniku ABE jsou stejné.

Vypoctéte délku strany AB. (M. Macko)

Mozné reSeni. Ze druhé podminky plyne, Ze body D a E lezi v opacnych polorovinach
urc¢enych pfimkou AB. Prusecik usecek AB a DFE oznacime P.

Protoze ABCD je rovnobéznik, jsou ptimky BC' a AD rovnobézné. Bod FE lezi na po-
loptimce C B, proto také ptimky BE a AD jsou rovnobézné. Odtud plyne, ze trojuhelniky
APD a BPE jsou podobné (napt. podle stiidavych thlt u odpovidajicich vrchold).

Rovnobéznik ABCD a trojuhelnik ABE maji stejny obsah a spole¢nou stranu AB.
Proto jsou délky odpovidajicich vysek PD a PE v poméru 1 : 2, a to je také koeficient
podobnosti trojuhelniki APD a BPE.

D C

A d

E

Délka usecky DE je 24 cm a pomér délek tsecek PD a PFE je 1 : 2. Odtud plyne, ze
délky téchto useéek jsou |DP| = 8cm a |PE| = 16 cm.
Délka tsecky AD je 17cm a trojuhelnik APD je pravouhly. Podle Pythagorovy véty
plati
|AP|* = |AD|?> — |DP|* = 17> — 8% = 225 (cm?).

Tedy délka tsecky AP je 15cm. Odtud a z podobnosti trojuhelnikt APD a BPE plyne
|PB| =2-|AP| =30cm.
Délka strany AB je
|AB| = |AP|+ |PB| = 45 cm.

Hodnoceni. 1 bod za poznatek o polohach bodu D a E, prip. nacrtek; 1 bod za podobnost
trojuhelniki APD a BPFE; 1 bod za koeficient této podobnosti; po 1 bodu za velikosti
usecek DP, AP a AB.



Z9-111-3
Adrian je tfikrat mladsi nez Karel a Karel je o deset let mladsi nez Emil. Az bude
Adrianovi tolik let, kolik je nyni Karlovi, bude jeden z této trojice dvakrat starsi nez jiny.

Kolik let muze byt Adrianovi, Karlovi a Emilovi? Urcete vSechny moznosti.
(M. Petrovad)

Mozné FesSeni. Oznacme soucasné véky ucinkujicich poc¢ateénimi pismeny jejich jmen.
Podle zadéni je nejmladsi Adridn, nejstarsi Emil a plati A = 1/3K a K = F — 10. Véky
Karla a Emila vyjadirené pomoci véku nejmladsiho jsou

K=3A a E=3A+10.

Adrianovi bude tolik, kolik je nyni Karlovi, za K — A = 2A let. Za tuto dobu budou
véky Adriana, Karla a Emila nasledujici:

A'=3A, K =5A, FE =5A+10.
Musime diskutovat tyto tii moznosti:
a) Karel bude dvakrat starsi nez Adrian:
K' =2A" < 5A=64A < A=0.

Tento vysledek formélné vyhovuje, ale vécné smysl nedava (A = K = 0).
b) Emil bude dvakrat starsi nez Karel:

FE' =2K'" < 5A+10=10A < A=2.

Odtud dale plyne K =6 a E = 16.
c¢) Emil bude dvakrat starsi nez Adrian:

E' =2A" < 5A+10=64 < A =10.
Odtud déale plyne K = 30 a E = 40.
Adrianovi, Karlovi a Emilovi mizZe byt bud 2, 6 a 16 let, nebo 10, 30 a 40 let.

Poznamka. Pfedchozi vahy pro pfipad b), resp. ¢) lze znazornit nasledovné:
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Hodnoceni. 1 bod za rozbor ¢i znazornéni vztahtu ze zadani; 1 bod za rozdéleni moz-
nosti; po 1 bodu za kazdy vyhovujici vysledek; 2 body za srozumitelnost uprav a kvalitu
komentéare.



Z9-1114

Ve ctyttuhelniku ABCD plati, ze bod D lezi na ose usecky BC a vzdalenost bodu
A od primky CD je stejna jako vzdalenost bodu C' od ptimky AD.

Dokazte, ze ¢tyiuhelniku ABC D nelze opsat kruZnici. (K. Pazourek)

Mozné FeSeni. Bod D lezi na ose usecky BC, tedy usecky BD a C'D jsou shodné (vSechny
body na ose tsecky maji od jejich krajnich bodu stejnou vzdélenost).

Vzdalenost bodu A od piimky C'D odpovida velikosti vysky trojahelniku ACD na
stranu C'D, vzdalenost bodu C' od primky AD odpovida velikosti vysky téhoz trojuhelniku
na stranu AD. Tyto vzdalenosti jsou stejné, tedy tsecky AD a C'D jsou shodné (obsah
trojuhelniku je polovinou soucinu velikosti strany a odpovidajici vysky).

Dohromady dostavame, ze tsecky AD, BD a C'D jsou navzajem shodné. Body A, B
a C proto lezi na kruznici se stiredem D.

Kruznice opsana ¢tytuhelniku ABC'D je kruznici opsanou kazdému trojuhelniku urce-
ného tiremi z jeho ¢tyt vrcholi. Ale kruznice opsana trojihelniku ABC' neprochazi bodem
D, nebot ten je jejim stfedem. Proto ¢tyfuhelniku ABC D nelze opsat kruznici.
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Poznamka. Misto kruznic samotnych se lze zamérit na jejich stredy: Pokud lze ¢tyrahel-
niku ABCD opsat kruznici, pak jeji stred splyva se stfedem kruznice opsané kazdému
trojuhelniku urceného tremi z jeho ¢tyr vrcholi. Stied kruznice opsané trojuhelniku BC'D
lezi na ose usecky BC' mimo vrchol D, stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC je v bodé
D. Proto ¢tyruhelniku ABC'D nelze opsat kruznici.

Hodnoceni. 1 bod za shodnost tisecek BD a C'D; 2 body za shodnost tisecek AD a CD;
1 bod za poznatek, ze D je sttedem kruznice opsané trojuhelniku ABC’; 2 body za kvalitu
komentéare.



