75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Ulohy krajského kola kategorie B

. Kazdé hrané ¢tytsténu pritadime kladné redlné ¢islo tak, aby nékteré dveé stény mély
stejny soucet ¢isel svych tii hran a zbyvajici dvé stény mély stejny soucin ¢isel svych
tr1 hran. Kolik nejvyse z Sesti Cisel pritazenych hranam muze byt raznych?

. Hraci plan na obrazku se sklada z 61 shodnych pravidelnych
Sestitthelnikii. Na kazdém poli planu miize stat nejvyse
jedna dama. Dama ohrozuje pole, jejichz stredy lezi na
osach stran Sestithelniku, na kterém stoji (na obrazku jsou
vybarvena). Kolik nejvyse dam lze na plan umistit tak, aby
se zadné dvé neohrozovaly?

. Do pulkruznice s priumérem AB je vepsan c¢tyruhelnik ABC'D. Dokazte, ze stied
spojnice stredu jeho thlopricek je stejné vzdaleny od bodu C' jako od bodu D.

. Délitel d prirozeného cisla n > 1 se nazyva odpinknutelny, pokud soucin vsech
ostatnich kladnych déliteli ¢isla n je druhou mocninou prirozeného cisla.
a) Je pravda, ze kazdé prirozené ¢islo n > 1 ma odpinknutelného délitele?
b) Je pravda, ze kazdé prirozené ¢islo d > 1 je odpinknutelnym délitelem nékterého
prirozeného ¢isla?

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 31. brezna 2026

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby souté-
zici méli na reseni tloh 4 hodiny cistého ¢asu; pripadné dotazy
k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich 20 minutach.
Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodii; hodnoti se pri-
tom nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a upl-
nost sepsan¢ho postupu, vysledky vsech potiebnych pisemnych
nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Bodova hra-
nice k urceni tspésnych ftesiteli bude stanovena centralné po
vyhodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vsech kraji. Povo-
lené pomucky jsou psaci a rysovaci potteby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim sou-
téze.
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1. KaZdé hrané ctyrstenu priradime kladné realné cislo tak, aby nekteré dvé steny mely
stejny soucet cisel svych tri hran a zbyvajici dvé stény mely stejny soucin cisel svych
tri hran. Kolik nejvyse z sesti cisel prirazengych hrandm muze byt ruznych?

(Tomas Bérta)

RESENI. Dokézeme, ze odpoved je 4. Kazdé dvé stény ¢tyfsténu maji jednu spolecnou
hranu a naopak kazdd hrana je obsazena ve dvou sténach. Oznacme c¢isla prirazend
hrandm ctytsténu a, b, ¢, z, y a z jako na obrazku tak, Ze a pfislusi hrané spole¢né
sténam se stejnym souctem, zatimco x prislusi protéjsi hrané, kterou sdili stény se stejnym
soucinem.

Stény se stejnym souc¢tem maji tedy hrany s ¢isly (a,b,¢) a (a,y, z). Ze shodnosti
souctil dostavame
b+c=y+z. (1)

Stény se stejnym soucinem maji spolenou hranu = a jejich zbyvajici hrany jsou (b, z)
a (c,y), neboli
bz = cy. (2)

Z rovnice (1) vyjadiime ¢ = y + z — b a dosadime do (2)
0=y"+ 2y — by — bz, (3)
0=(y—"b)y+2)

Protoze obé ¢isla y, z jsou kladna, je y + z > 0, a musi tak platit y = b. Dosazenim
do (1) dostaneme z = ¢. Usporadana Sestice ptirazenych ¢isel je tedy ve tvaru

(a,b,c,x,y,2) = (a,b,c,z,b,c).

Snadno ovéfime, ze kazda takova Sestice spliuje podminky zadani a vSechna ¢tyti ¢isla
a, b, c, x mizeme volit libovolné, 1ze je tedy zvolit navzajem rtzna. Nejvyse tedy mohou
byt rizna ¢tyti cisla.

P0zNAMKA. NevSimneme-li si hned piimé tipravy rovnice (3) na souc¢inovy tvar, nenf
nic ztraceno. Nezndmé b a z vystupuji ve vyrazu na pravé strané jen v prvni mocningé,
takze mizeme naptiklad vytknout b

0 =19+ 2y — by — bz,
2
by +2) =y +zy=yly +2).

2
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Pak zkratime kladnym vyrazem y + 2z a dostaneme b = y jako v feseni vyse.

Za uplné teseni udélte 6 boda. V netplnych fesenich postupujicich podle vzorového feseni ohodnotte
kroky nasledovné:

AQ. Spravné odpovéd bez zduvodnéni: 0 bodi

A1. Sestaveni rovnic vyjadrujicich podminky zadani: 2 body

A2. Redukce soustavy dvou rovnic na jednu rovnici: 1 bod

A3. Dikaz relaci ekvivalentnich b = y a ¢ = z: 3 body

A4. Ovéreni, ze jakdkoliv Sestice splnujici relace z predchoziho bodu spliuje zadéni, nebo nezdvislé
nalezeni néjaké funkéni Sestice, kterd obsahuje pravé 4 riuzna ¢isla (v obou piipadech sta¢i tvrzeni,
Ze to tak je, dals{ vypoéty nejsou potieba): 1 bod

Celkem udélte Al + max(A2, A3) + A4 bodu.
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Hraci plan na obrdzku se skladd z 61 shodnijch pravidelnijch
sestiuhelniki. Na kazdém poli planu miizZe stat nejvyse jedna
ddma. Ddma ohroZuje pole, jejichz stredy leZi na osdch stran
Sestitihelniku, na kterém stoji (na obrdzku jsou vybarvena).
Kolik nejvyse dam lze na pldn umistit tak, aby se Zadné dvé
neohroZovaly? (Jozef Rajnik)

RESENI. Na plan lze rozmistit nejvyse 9 dam, které se navzajem neohrozuji.

Pole hraciho planu na obrazku ze zadani lze rozdélit na 9 vodorovnych tad. V kazdé

z nich muze stat nejvyse jedna dama, jinak by se nékteré dvé ohrozovaly. Dam tedy
nemuze byt vice nez 9 a obrazek nize ukazuje mozné rozmisténi tohoto poc¢tu dam, v némz
se zadné dvé neohrozuji.

JINE RESEN{. UkdzZeme jiny dikaz tvrzeni, Ze dam nemtzZe byt vice nez 9. Rozborem

moznosti (vzhledem k symetrii planu je jich nejvyse devét) lze snadno ovéfit, ze kazda
dama ohrozuje alespon 16 dalsich poli kromé toho, na kterém stoji. Dale si vSimnéme, Ze
jedno pole miize byt ohrozeno nejvyse tfemi damami — nejvyse jednou z kazdého ze tii
smér Sestitthelnikové sité (dvé damy ve stejném sméru by se totiz ohrozovaly).

Predpokladejme, Ze na planu stoji alesponn 10 dam, které se navzajem neohrozuji.

Neobsazenych poli je tak nejvyse 61 — 10 = 51, jelikoz plati 3 - 51 = 153 < 160 = 16 - 10,
nékteré z neobsazenych poli musi byt ohrozeno alespon ctyrikrat, tedy alespon ¢tyimi
damami. To je ale spor s pozorovanim vyse. Proto miize byt na planu za danych podminek
nejvyse 9 dam.

Za 1Gplné feseni udélte 6 bod. V neuplnych resenich ohodnotte kroky nasledovné:

AO0.
Al.
A2.
A3.
Ad.

B1.
B2.
B3.

Spravné odpovéd bez zduvodnéni: 0 bodu

Dtikaz, Ze neni mozné umistit vice nez 9 dam: 3 body

Ditkaz, Zze neni mozné umistit vice nez 10 dam: 2 body

Dukaz, ze neni mozné umistit vice nez 11 dam: 1 bod

Uvaha, kterou lze pouZit pro horni odhad (napf. rozdéleni na fady, uréeni minimalniho poctu poli
ohrozenych jednou ddmou atp.): 1 bod

Nalezeni rozmisténi 9 neohrozujicich se dam: 3 body

Nalezeni rozmisténi 8 neohrozujicich se dam: 2 body

Nalezeni rozmisténi 7 neohrozujicich se dam: 1 bod

Celkem udélte max(Al, A2, A3, Ad) + max(B1, B2, B3) bodi.
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3. Do pulkruznice s primérem AB je vepsan ctyrihelnik ABCD. Dokazte, Ze stred
spojnice strediu jeho uhlopricek je stejné vzddleny od bodu C' jako od bodu D.
(Patrik Bak)

RESENI. Ozna¢me G stied praméru AB — tedy stfed kruznice opsané &tyfihelniku
ABCD, E stted jeho tuhlopricky AC, F stfed jeho uhlopricky BD a H stfed jeho
strany C'D. Oznac¢ime-li nakonec M stied usecky EFF, mame dokazat, ze |[MC| = |[MD|.

V trojihelniku ABC' je GE stfedni prickou, plati tak GE || BC a |GE| = 1|BC].
Podobné F'H je stfedni pfickou v trojihelniku DBC a plati tak FH || BC a |[FH| =
= %|B C'|. Zaroven poloptimky GE a FH stejné jako poloptimka BC' lezi v té poloroviné
ur¢ené primkou AB, kterda obsahuje body C' a D, takze orientujeme-li tsecku AB
vodorovné a piilkruznici nad ni (jako na obrazku), lezi E nad G a H nad F. Ctyfihelnik
GFHE (jehoz strany se podle predchozi véty neprotinaji) je tedy rovnobéznik, protoze
jeho protéjsi strany GE a F'H jsou rovnobézné a stejné dlouhé. Bod M je stiedem
uhlopticky E'F tohoto rovnobézniku. Protoze se uhlopticky v rovnobézniku pili, je M
stfedem i druhé uhlopricky GH.

Nyni se zaméfime na trojuhelnik GCD. Protoze body C' a D lezi na kruznici se
stfedem G, plati |GC| = |G D], trojihelnik GCD je tedy rovnoramenny. Bod H je stiedem
jeho zakladny, a tsecka HG je proto jeho vyskou, takze primka HG je osou usecky C'D.
Vsechny body pfimky HG maji proto stejnou vzdalenost od bodi C' a D, specialné i bod
M, coz jsme chtéli dokazat.

POZNAMKA. V Teseni jsme v podstaté dokdzali tzv. Varignonovu vétu: Stredy stran
libovolného ctyrihelniku (i takového, jehoz strany se mohou protinat) tvori vrcholy
rovnobézniku. Konkrétné §lo o ,,¢tyithelnik® ABDC . *

Za plné teseni udélte 6 bodu. V netplnych feSenich postupujicich podle vzorového feseni ohodnotte
kroky nésledovné (body jsou oznaeny stejné jako ve vzorovém feSeni):

Al. Pozorovani, ze FG je stfedni pficka v trojihelniku BDA a Ze z toho plyne FG || DA nebo
|FG| = - |DAJ (nebo analogické pozorovani pro GE, EH nebo HF): 1 bod

A2. Dukaz, ze GFHFE je rovnobéznik: 3 body

A3. Dukaz, ze M je stiedem tsecky GH: 4 body

A4. Dokonceni TeSeni za predpokladu, ze bod M lezi na tsecce GH: 2 body

Celkem udélte max(Al, A2, A3) + A4 bodu.

* Strany C¢tyfdhelniku ABDC' se protinaji, coz v diukazu nijak nevadi, ale takové utvary se vétSinou
ctytthelniky nenazyvaji.
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4. Délitel d prirozeného cisla n > 1 se nazyvd odpinknutelny, pokud soucin vsech
ostatnich kladnych déliteli c¢isla n je druhou mocninou prirozeného cisla.
a) Je pravda, Ze kazZdé prirozené cislo n > 1 md odpinknutelného délitele?
b) Je pravda, Ze kazdé prirozené cislo d > 1 je odpinknutelngm délitelem nékterého
prirozeného cisla? (Patrik Bak)

RESENI. Ukazeme, 7e spravna odpovéd na obé otézky je ,,Ano.

Pro ¢ast a) uvazujme soucin vsech délitelt daného prirozeného ¢isla n > 1. Ten ma

tvar

S =pi'py® ok,
kde p1,po, ..., pr jsou vsechny prvocinitele n a aq, ..., ar néjaka prirozena ¢isla. Protoze
plati n > 1, tento rozklad obsahuje alespon jedno prvocislo v kladné mocniné.

Nyni zkonstruujeme odpinknutelny délitel d ¢isla n jako soucin téch p;, pro ktera je
exponent a; lichy. Pokud jsou vSechny exponenty a; sudé, polozime d = 1.

Takto definovany soucin d je jisté délitelem n, protoze kazdé prvocislo v soucinu d
je prvocinitelem n. Pokud souc¢in S vydélime soucinem d, exponent u kazdého prvocisla
p; se zmensi o 1 pravé tehdy, kdyz byl exponent a; lichy, a ztistane nezménén, kdyz byl
exponent a; sudy. Ve vysledném vyrazu S/d tedy maji vSechna prvodcisla sudé exponenty,
takze soucin S/d je druhou mocninou pfirozeného ¢isla.

Pro vyteseni ¢ésti b) dokdzeme, ze kazdé piirozené ¢islo d > 1 je odpinknutelnym
délitelem &isla d?. V feSen{ druhé tlohy domdctho kola (B-75-1-2) jsme ukdzali parovani
vsech kladnych déliteltt d? kromé d, kde souéin ¢isel v kazdém paru je d?, coz je druhd
mocnina, takze i souéin vSech délitelt d? vyjma d je druhd mocnina, coZ jsme chtéli
dokazat.

PozZNAMKA. Obecnéji plati, Ze kazdé prirozené ¢islo d > 1 je odpinknutelnym
délitelem ¢&isla n = d?, kde [ je liché. Dokézeme to opét s vyuzitim péarovani vyse pro
éislo n = (d')2. Soucin viech jeho kladnych déliteli je néjaka druhd mocnina k? (vznikla
ze soucinti viech sparovanych délitell) krat d'. Vydélenim takového soucinu é&islem d
dostaneme

KA = (kd =),
coz je druha mocnina prirozeného ¢isla, protoze [ je liché ¢islo.

P0zZNAMKA. Bez dikazu uvedeme nékterd tvrzeni, pomoci nichz lze vytesit ¢ast b)
bez napadu, Ze d je odpinknutelnym délitelem d? pro néjaké liché I.
Pro dané ¢islo
n = p‘lllpg2 .. .pzk
lze vyjadrit soucin jeho kladnych déliteli. Vyjde, ze v tomto soucinu se vyskytuji jen
prvocisla p1, ..., pg a ze prvocislo p; v ném ma exponent

b = Sa; - (ar + D)(as +1) - - - (ax + 1),

2
Nasledné lze ukazat, ze tento exponent b; je lichy pravé tehdy, kdyz v ptivodnim ¢isle n
byly vsechny ostatni exponenty ai,...,a;—1,a;+1,...,a; sudé a navic exponent a; daval

zbytek 1 nebo 2 po déleni ¢tyrmi.


https://www.matematickaolympiada.cz/media/4068610/b75i.pdf#page=3
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Pomoci toho 1ze pro libovolné d dané svym prvociselnym rozkladem

d:q?qu_,_qlq

zkonstruovat ¢islo n = ¢i'¢5* - - - ¢;', které ma odpinknutelného délitele d, a to takto:

Pokud je exponent ¢; u ¢; v rozkladu d lichy, zvolime za e; libovolné ¢islo e; > ¢;, které
dava po déleni ¢tyimi zbytek 2. Pokud je naopak exponent ¢; u ¢; v d sudy, zvolime za e;
libovolné ¢islo e; > ¢;, které dava po déleni ¢tyfmi zbytek 0 (tj. je délitelné ¢tyimi). Tim
zajistime, ze v soucinu délitela ¢isla n bude jednak exponent u ¢; vétsi nez ¢; a jednak
bude lichy pravé tehdy, pokud byl exponent ¢; lichy. Po vydéleni ¢islem d budou vsechny
exponenty sudé, a tedy d bude odpinknutelnym délitelem c¢isla n.

Za 1iplné feSeni udélte 6 bodi, z toho 2 za ¢ast a) a 4 za ¢dst b). V netplnych fesenich ohodnotte kroky
nasledovné:

A1l. Formulace platné hypotézy, Ze néjaké d(n) (mize byt dédno vzorcem, algoritmem, nebo jinym
korektnim popisem) je odpinknutelnym délitelem n pro kazdé prirozené n > 1: 1 bod

A2. Dtikaz hypotézy a dokonceni ¢asti a): 1 bod

B1. Formulace platné hypotézy, ze néjaké n(d) (mize byt ddno vzorcem, algoritmem, nebo jinym
korektnim popisem) mé odpinknutelného délitele d pro kazdé ptirozené d > 1: 2 body

B2. Dikaz hypotézy a dokonceni ¢asti b): 2 body

C1. Formulace alespon jedné ¢asti zadani pomoci prvociselného rozkladu a parity exponenti: 1 bod

Celkem udélte max(C1, Al + A2 + B1 + B2) bodu.



