76. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2026/2027)
Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii C

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéZnich iloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tloh. Tytéz tlohy i s FeSenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Sofie mad 14 minci, z nichZ kazdd je bud zlatd, nebo stribrnd. Mince jsou usporddané
do rady tak, Ze v kazZdé skupiné 7 sousednich minci je vice zlatych neZ stribrngch.
Kolik zlatych minci muze mit Sofie? Urcete vsechny moznosti. (Patrik Vrba)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Sofie ma 7 zlatych a 3 stiibrné mince. Jak je ma usporadat do rady tak, aby
alespon v jedné skupiné péti sousednich minci bylo vice stfibrnych nez zlatych
minci?

N2. Marek ma v sacku 10 kulicek, kazda je bud modra, nebo ¢ervena. Pokud ze sacku
vytahne 5 kulicek, vzdy jsou aspon tii z nich modré. Kolik mize byt v sacku
modrych kulicek?

N3. Sofie ma 10 minci, z nichz kazda je bud zlatd, nebo stribrnd. Mince jsou
usporadany v radé tak, ze dvé st¥ibrné mince nejsou vedle sebe. Kolik zlatych
minci mize mit Sofie? Urcete vSechny moznosti.

N4. Sofie ma 20 minci, z nichz kazda je bud zlatd, nebo stiibrna. Mince jsou
usporadany v obdélniku tvoreném dvéma tfadami po 10 mincich tak, ze dvé
sttibrné mince nejsou vedle sebe ani v fadku ani v sloupci. Kolik zlatych minci
muze mit Sofie? Urcete vSechny moznosti.

D1. Vyteste zadanou tlohu pro 19 minci (podminka skupiny 7 sousednich minci

zustava beze zmény).
Jak jsme mohli v predchozich tlohach vidét, klicové bylo urcit nejmensi moznou
hodnotu zlatych minci. Vsech vyssich poc¢tt bylo mozné snadno dosdhnout
zdmeénou stribrnych minci za zlaté. Proto se v dalsich doplnujicich tlohach blize
podivame na tlohy na hledani nejmensiho (popf. nejvétsiho) mozného poctu.
Casto naro¢néjsi ¢asti téchto tloh je zdtvodnit, pro¢ se mensiho (popt. vétsiho)
poc¢tu nedd dosdhnout. Castym zptisobem argumentace je rozdélit si situaci na
nékolik mensich ¢asti a secist odhady pro né — jako jsme v tloze N3 secetli odhady
pro pary a v tloze N4 pro prvni a druhy radek.

D2. Pavel tesi nasledujici ulohu: ,Na tabuli jsou napsana c¢isla 1,2,...,20. Kolik
nejvyse ¢isel z tabule mtizeme zakrouzkovat, aby neexistovala dvé zakrouzkovana
¢isla, z nichz jedno déli druhé?“ Jeho feseni zni nasledovné: ,Protoze chceme
zakrouzkovat co nejvice cisel, tak zakrouzkujeme prvocisla, protoze ta maji
nejméné délitelt a navzajem se nedéli. Zakrouzkujeme tedy 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17
a 19. Tedy nejvyse lze zakrouzkovat 8 ¢isel.“ Je Pavlovo TeSeni uplné a spravné
(véetné odavodnéni)?

D3. Vyrteste Pavlovu tlohu.
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2. Ctverec ABOD sloZengj z n x n jednotkovijch c¢tverecki (kde D M _C
n € N) je jako na obrdzku rozstrihdn na pét pravouhelniki S
ABKL, KCMN, MDPQ, PLRS, RNQS stejného obvodu. © Q
Strihy jsou vedeny po strandch jednotkovych c¢tverecku. Urcete
nejmensi n, pro které je takové rozstrihdni mozné.
(Jaroslav Zhouf) L N X
A B
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Do kruznice k s polomérem 2 jsou vepsany dvé mensi kruznice,
které se navzajem dotykaji, soucasné se zevnitt dotykaji kruznice S S
1

k a stredy vSech t¥i kruznic lezi na téze primce. Ukazte, Ze obvod
kruznice k je roven souc¢tu obvodi obou mensich kruznic.

N2. Ctverec ABCD s délkou strany |AB| = 20 jsme rozdélili G C
useckami EF, EF || AB, a GH, GH || BC, na 3 obdélniky
jako na obrazku. Kazdy z obdélniki ABEF, CEHG, DFHG
ma stejny obvod. Urcete tento obvod. F E

D1. Ctverec ABCD slozeny z n x n jednotkovych ¢tverecki (kde u
n € N) jsme rozdélili na t¥i obdélniky tak, ze vSechny maji
stejny obsah a kazdy se dotykd zbyvajicich dvou (podobné jako v predchozi
navodné uloze). Stiihy jsou vedeny po strandch jednotkovych Ctverecki. Urcete
nejmensi hodnotu n, pro kterou je takové rozdéleni mozné.

D2. List papiru ve tvaru obdélniku ABCD, |AB| > |BC|, prelozime tak, ze vrchol
A splyne s bodem C'. Zduvodnéte, pro¢ je obvod vysledného pétitthelniku mensi
nez obvod obdélniku ABCD.

B

3. Najdéte nejmensi kladné celé cislo n, které ma aspon dva rizné prvocinitele a které

je nasobkem souctu svého nejmensiho a nejvetsiho prvocinitele.
(Patrik Vrba, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1. Najdéte vSechna celd ¢isla n = 2, kterd jsou o 76 vétsi nez jejich nejmensi
prvocinitel.

N2. Najdéte vSechna prvocisla p, g, p # q takova, ze ¢islo pg je o 76 vétsi nez soucet
vsech jeho kladnych délitelt.

D1. Cislo n je o 5 mensi nez trojnasobek jeho nejvétsiho lichého délitele. Uréete &islo
n.

D2. Cislo n je sou¢inem tii riiznych prvocisel. Zvétsime-li dvé mensi z nich o 1
a nejvetsi ponechdme nezménéné, zvetsi se jejich soucin o 915. Urcete cislo n.
D3. Najdéte vSechna prirozena cisla, kterd maji pravé 6 délitelli, pricemz soucet

druhého nejvétsiho a druhého nejmensiho z nich je 54.
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4. Pro redlnd cisla a, b, ¢ plati
(a+b0)2=(b+c)? (a—b*Z(b—c)? a>b>c

Kolik nejvice z cisel a, b, ¢ mize byt zdporngch? (Méria Doméanyova)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Ukazte, ze pro libovolna nezdporna realnd ¢isla a, b plati nerovnost

(a+0)? = (a—b)?

a zjistéte, kdy nastane rovnost.
N2. Pro realna ¢isla a, b, ¢ plati

2> >3 a>b>ec

Kolik nejvyse z ¢isel a, b, ¢ mize byt zapornych?
N3. Ukazte, ze pro libovolna realna ¢isla x, y plati nerovnost

[z +y| 2 [z = Jyl.

D1. Urcete vSechny trojice (x,y, z) redlnych ¢isel, pro které plati

2’ +ay =y + 2%,
22+2y:y2—|—x2.

D2. Pro kladnd redlnd ¢isla a, b, ¢ plati ¢® + ab = a® + b%. DokaZte, Ze potom plati
také c? + ab < ac + be.
D3. Pro kladna realna ¢isla a, b, ¢, d splnujici nerovnosti a > b, ¢ > d plati

a+b>c+d, ab < cd.

Dokazte, ze potom nutné plati a > ¢ > d > b.

5. V lichobézniku ABCD, kde AB || CD a |AB| > |CD|, oznacme K, L po rtadé stredy
stran AB, BC. Ddle oznacme M prusecik isecek AL a CK. Dokazte, zZe primka DM
deli lichobéznik ABCD na dvé casti o stejném obsahu. (Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Proc¢ téznice rozdéluje trojihelnik na dva trojihelniky se stejnym obsahem?

N2. Pripomenme si, jak se poc¢ita obsah lichobézniku a pro¢ tomu tak je.

N3. Mezi dvéma rovnobézkami p a q lezi bod M tak, Ze jeho vzdalenost od primky p
je dvakrat vétsi nez jeho vzdalenost od primky ¢. Uvazujme body K a L lezici
po fadé na primkach p a g takové, ze bod M lezi na tisecce K L. Dokazte, ze bod
M rozdéluje usecku KL v poméru 2 : 1.
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N4. Mezi dvéma rovnobézkami p a ¢ lezi bod M tak, ze jeho vzdalenost od primky p je

Nb5.

D1.

D2.

D3.

stejnd jako jeho vzdalenost od piimky ¢. Uvazujme body A, B lezici na primce p
body C' a D lezici na piimce q tak, ze bod M je prusec¢ikem usecek AD a BC
a poloptimky AB a C'D jsou souhlasné. Dokazte, ze trojuhelniky ABM a DCM
jsou shodné.

V trojuhelniku ABC' oznacme stredy jeho stran AB, BC' a AC po radé K, L
a M. Prisecik tisecek AL a BM ozna¢me O. Kolikrat je obsah trojihelniku ABC
vétsi nez obsah trojihelnitku AKO?

Necht P a @ jsou po tadé stfedy stran BC a AC trojihelniku ABC. Necht
rovnobézka s AC' prochazejici stredem K tsecky P() protind pirimku B(Q) v bodé
L a primka PL protina tsecku AC' v bodé M. Dokazte, ze M je stredem usecky
AQ.

Zéakladna AB lichobézniku ABC' D je trikrat delsi nez zakladna C'D. Ozna¢me M
stfed strany AB a P prusecik tsecky DM s thloprickou AC. Vypocitejte pomeér
obsahti trojihelniku C'DP a ¢tyiuhelniku M BCP.

Je dédn obdélnik ABCD, kde |AB| : |[BC| = 2 : 1. Na jeho strandch AB, BC,
CD, DA jsou po radé dany body K, L, M, N tak, ze KLMN je obdélnik a plati
|KL|:|LM|=3:1. Vypocitejte pomér obsaht obdélnikit ABCD a KLMN.

6. Kuchar vari devet jidel. Na kazdy z péti nasledujicich dni sestavi jidelni listek
obsahujici ne nutné stejny pocet jidel. Musi zarucit, aby si libovolnyjch pét riznych jidel
z téchto deviti bylo mozné behem téchto péti dni v néjakém poradi objednat (kazdy den
jedno jidlo). Urcete nejmensi mozny soucet pocti jidel ze vsech péti jidelnich listkii.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

V sacku jsou ¢tyri kulicky — bila, cervend, modra a zelena. V kazdém tahu
vytahneme naraz 3 rtizné kulicky, podivime se na né a vratime je do sacku.
Kolikrat musime opakovat tahy, abychom si byli jisti, Ze vytahneme stejnou trojici
kulicek?

Kuchat vaii tii jidla. Na kazdy z dvou dniui sestavi jidelni listek obsahujici ne
nutné stejny pocet jidel. Musi zarucit, aby si libovolnd dvé rizna jidla z téchto
i bylo mozné béhem téchto dvou dni v néjakém potadi objednat (kazdy den
jedno jidlo). Dokazte, ze kazdy den musel jidelni listek obsahovat alespon 2 jidla
a najdéte takovy priklad jidelnich listkii na oba dni s pravé dvéma jidly.

Kuchar vaii 9 jidel (oznacenych ¢isly 1,2,...,9) a sestavil tento jidelni listek:
Po |1 (3 |6 |8
Ut |1 |4 |6 |9
St |2 |4 (7 |9
Ct |2 |b |7
Pa |3 [5 |8

Kdybychom si chtéli objednat jidla 1, 2, 3, 4, 5, mohli bychom si je objednat
v poradi 1, 4, 2, 5, 3, tj. v pondéli jidlo ¢islo 1, v utery jidlo ¢islo 4 atd. Najdéte
pét riznych jidel tak, abychom si je nemohli objednat (kazdy den jedno jidlo).

4



76. ROCNIK MO (2026/2027) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE C

N4. Do kazdého pole tabulky s 3 fadky a 4 sloupci vpiste jedno z ¢isel 1 az 6 tak, aby
platilo: "Pro libovolnou trojici navzajem riznych ¢isel z mnoziny {1,2,3,4,5,6}
dokazeme z kazdého radku tabulky vybrat jedno pole, aby ve vybranych polich
byla tato trojice ¢isel”.

D1. Kuchat vari j jidel. Na kazdy z d dnt sestavi jidelni listek obsahujici ne nutné
stejny pocet jidel. Musi zarucit, aby si libovolnych d riznych jidel z téchto j jidel
bylo mozné béhem téchto d dnt v néjakém poradi objednat (kazdy den jedno
jidlo). Urcéete nejmensi mozny soucet poctu jidel ze vSech d jidelnich listk.

D2. Kazdé policko tabulky 68 x 68 mame obarvit jednou z t¥{ barev (Cervend, modré,
bild). Kolika zptsoby to lze provést tak, aby kazda trojice sousednich poli¢ek
v kazdém radku a v kazdém sloupci obsahovala policka vsech tii barev?

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na
né.



76. ROCNIK MO (2026/2027) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE C

1. Sofie md 14 minci, z nich? kaZdd je bud zlata, nebo stribrnd. Mince jsou usporddané
do rady tak, Ze v kazZdé skupiné 7 sousednich minci je vice zlatijch neZ stribrngch.
Kolik zlatych minci mize mit Sofie? Urcete vsechny mozZnosti. (Patrik Vrba)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Sofie ma 7 zlatych a 3 stiibrné mince. Jak je ma usporadat do rady tak, aby
alespon v jedné skupiné péti sousednich minci bylo vice stfibrnych nez zlatych
minci? [Napiiklad SSSZZZZZZ7Z nebo i ZZSZSZSZZZ .

N2. Marek ma v sacku 10 kulic¢ek, kazda je bud modra, nebo ¢ervena. Pokud ze sacku
vytahne 5 kulicek, vzdy jsou aspon tfi z nich modré. Kolik mize byt v sacku
modrych kulicek? [Kdyby byly v sac¢ku aspon 3 cervené kulicky, tak by je mohl
najednou vytahnout a podminka v zadani by nebyla splnéna. Pokud jsou v sacku
nejvyse 2 c¢ervené kulicky, tak z péti vytazenych budou aspon 3 modré. V sacku
proto muze byt 8, 9 nebo 10 modrych kulicek.]

N3. Sofie ma 10 minci, z nichz kazda je bud zlatd, nebo strfibrnad. Mince jsou
usporadany v radé tak, ze dvé stfibrné mince nejsou vedle sebe. Kolik zlatych
minci muze mit Sofie? Uréete vSechny moznosti. [5 az 10. V situaci SZSZSZSZSZ
ma Sofie 5 zlatych minci. Nahrazovani stfibrné mince zlatou podminku neporusi
a dostane tak pocty minci od 6 do 10. Ukazeme dva ditkazy, Ze méné nez 5 zlatych
minci mit nemtze. Prvni zalozime na pozorovani, ze se nam ,vyplati“ nejdrive
dévat st¥ibrné mince. (Je tieba si vSak dat pozor, Ze toto neni iplné zdiuvodnéni.)
Ocislujme si pozice minci 1 az 10 (zleva doprava). Prvni stfibrnd mince (zleva)
miize byt nejdiive na pozici 1. Druhd nesmi sousedit s prvni, proto musi byt
aspon o 2 pozice vpravo, tedy aspon na pozici 3. Analogicky treti mince musi
byt aspoil na pozici 5, ¢tvrtd aspoil na 7 a pata aspoii na pozici 9. Sesta stifbrna
mince by musela byt aspon na pozici 11, kterd vsak neexistuje. Proto stribrnych
minci nemuze byt vice nez 5, a tedy zlatych je aspon 5. Druhé teseni je kratsi:
Rozdélme mince na 5 part sousednich minci. Par nemiize obsahovat dvé sttibrné,
proto musi obsahovat alespon jednu zlatou minci. Protoze part je 5, Sofie musi
mit aspon 5 zlatych minci.|

N4. Sofie ma 20 minci, z nichz kazda je bud zlatd, nebo strfibrnad. Mince jsou
usporadany v obdélniku tvoreném dvéma radami po 10 mincich tak, ze dveé
stfibrné mince nejsou vedle sebe ani v fadku ani v sloupci. Kolik zlatych minci
muze mit Sofie? Urcete vSechny moznosti. [10 az 20. Z predchozi tlohy vime, Ze
v fadé 10 minci musi byt aspon 5 zlatych minci. Ve dvou fadach musi byt tedy
aspon 10 zlatych minci. Pocet 10 zlatych minci lze dosdhnout takto

LSZSZSZSZS
SZSZSZSZSZ

Poéty od 11 do 20 ziskdme postupnym nahrazovanim st¥ibrnych minci za zlaté.|
D1. Vyreste zadanou tlohu pro 19 minci (podminka skupiny 7 sousednich minci
zustava beze zmény). [Zlatych minci mize byt od 10 do 19. Ocislujme si mince
po tadé zleva doprava ¢isly 1 az 19. V kazdé z prvnich dvou sedmic minci (mince
1-7, 8-14) musi byt aspon 4 zlaté mince. Mezi péti poslednimi mincemi (s ¢isly
15-19) musi byt aspon 2 zlaté mince, jinak i kdyby 13. a 14. mince byly zlaté,

6
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D2.

D3.

poslednich 7 minci (13-19) by nespliiovalo podminku ze zadani. Dohromady jich
musi byt aspon 2 -4 + 2 = 10. Jedno z vyhovujicich usporadani 10 zlatych minci
je SSSZZZZSSSZZZZSSSZZ .

Jak jsme mohli v predchozich tlohach vidét, klicové bylo uréit nejmensi moznou
hodnotu zlatych minci. VsSech vysSich poctii bylo mozné snadno dosdhnout
zameénou stribrnych minci za zlaté. Proto se v dalsich doplnujicich tlohach blize
podivime na tlohy na hledani nejmensiho (popf. nejvétstho) mozného poctu.
Casto narocnéjsi ¢asti téchto tloh je zdfvodnit, pro¢ se mensiho (popf. vétsiho)
poc¢tu neda dosdhnout. Castym zptisobem argumentace je rozdélit si situaci na
nékolik mensich ¢asti a secist odhady pro né — jako jsme v tloze N3 secetli odhady
pro pary a v uloze N4 pro prvni a druhy radek.

Pavel tesi nasledujici ulohu: ,Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2,...,20. Kolik
nejvyse ¢isel z tabule mizeme zakrouzkovat, aby neexistovala dvé zakrouzkovana
¢isla, z nichz jedno déli druhé?* Jeho teseni zni nasledovné: ,Protoze chceme
zakrouzkovat co nejvice cisel, tak zakrouzkujeme prvocisla, protoze ta maji
nejméné délitelt a navzajem se nedéli. Zakrouzkujeme tedy 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17
a 19. Tedy nejvyse lze zakrouzkovat 8 ¢isel.“ Je Pavlovo feSeni uplné a spravné
(véetné oduvodnéni)? [Ne. Problém je v Pavlové ,argumentaci® o optimalité.
Napriklad misto dvou zakrouzkovanych prvocisel 2 a 3 mtuzeme zakrouzkovat tii
¢isla 4, 6 a 9.

Vyrteste Pavlovu tlohu. [10. Podivejme se na 5 mnozin: {1,2,4, 8,16}, {3,6, 12},
{5,10,20}, {7,14} a {9,18}. Pro kazdou z téchto mnozin plati, Ze pokud za-
krouzkujeme libovolné dvé ¢isla z ni, tak jedno déli druhé. Proto z kazdé z téchto
mnozin muzeme zakrouzkovat nejvyse jedno ¢islo. Mimo tyto mnoziny ztstalo
5 cisel 11, 13, 15, 17 a 19, z nichz mtzeme zakrouzkovat nejvyse 5. Dostavame
tak, ze pocet zakrouzkovanych ¢isel musi byt mensi nebo roven 10. Tohoto poctu

1ze také dosahnout zakrouzkovanim cisel 11,12, ..., 20, z nich zfejmé zadné nedéli
jiné.]
2. Ctverec ABCD sloZeny z n X n jednotkovyjch ctvereckii (kde D M _C
n € N) je jako na obrdzku rozstrihdn na pét pravoiuhelniki S
ABKL, KCMN, MDPQ, PLRS, RNQS stejného obvodu. P Q

Strihy jsou vedeny po strandch jednotkovych ctverecku. Urcete
nejmensi n, pro které je takové rozstrihdni mozné.

=

(Jaroslav Zhouf) L N
A B

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

Do kruznice k£ s polomérem 2 jsou vepsany dvé mensi kruznice,
které se navzajem dotykaji, soucasné se zevnitt dotykaji kruznice
k a stfedy vsech tii kruznic lezi na téze primce. Ukazte, Ze
obvod kruznice k je roven sou¢tu obvodii obou mensich kruznic.
[Ozna¢me poloméry dvou vepsanych kruznic do kruznice k jako
x a y. Z polohy stfedd kruznic plyne, ze soucet prumértu vepsanych kruznic je
roven pruméru kruznice k, tj. 2x + 2y = 4 a proto y = 2 — z. Soucet obvodi

S S
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N2.

D1.

D2.

vepsanych kruznic je tedy 2mx + 2m(2 — x) = 4w, coz je zrejmé obvod kruznice k
s polomérem 2.]
Ctverec ABCD s délkou strany |AB| = 20 jsme rozdélili D G  C
useckami EF, EF || AB, a GH, GH || BC, na 3 obdélniky
jako na obrazku. Kazdy z obdélnikit ABEF, CEHG, DFHG
mé stejny obvod. Urcete tento obvod. [50. Pokud oznacime F H E
|BE| = |AF| = z, tak |DF| = |GH| = |CE| = 20 — .
Protoze obdélniky CEHG a DFHG se stejnym obvodem
maji jednu stranu stejné dlouhou, musi mit stejné dlouhou i druhou stranu, tj.
|FH| = |HE| = |CG| = |DG| = 20/2 = 10. Nyni uz snadno z rovnosti obvodi
obdélniki ABEF a CEGH dopocteme
2(|AB| +|BE|) = 2 (|CE| + [HE])
20+ 2 =(20—2)+ 10
T =095
a hledany obvod je 2(20 + x) = 50.]
Ctverec ABCD slozeny z n x n jednotkovych étvereckt (kde n € N) jsme
rozdélili na tii obdélniky tak, Ze vSechny maji stejny obsah a kazdy se dotyka
zbyvajicich dvou (podobné jako v predchozi navodné tloze). Stiihy jsou vedeny
po stranach jednotkovych ¢tverecki. Urcete nejmensi hodnotu n, pro kterou je
takové rozdéleni mozné. [n = 6. Nejprve si uvédomime, Ze kazdy ze t¥i obdélnik
méa obsah roven tretiné obsahu obdélniku ABCD, t;j. %nQ. Proto druhé strana
obdélniku, ktery méa jednu stranu dlouhou |AB|, musi mit délku %n, protoze
|AB| = n. Nésledné dopocitame délky stran dvou stejnych obdélniki — jedna
z nich je %n a druha %n Aby byly vsSechny strany obdélniku cela c¢isla, musi
byt ¢islo n délitelné dvéma i tfemi a nejmensi takové ¢islo je 6. Potom rozméry
obdélniku jsou 6 x 2 dvakrat 4 x 3.]
List papiru ve tvaru obdélniku ABCD, |AB| > |BC|, ptelozime tak, ze vrchol
A splyne s bodem C'. Zdivodnéte, pro¢ je obvod vysledného pétitihelniku mensi
nez obvod obdélniku ABCD. [Ozna¢me strany obdélniku jako |AB| = a, |BC| =
= b a postupujeme podle druhého teseni tlohy 74-C-1-1. Z Pythagorovy véty
v lichobézniku APRD je |PR|?> = (z —y)? + b*. Obvod pétithelniku je (a —x) +
+b+b+y+/(xr—1y)?+ b2 Postupnymi tpravami dokdzeme, Ze je mensi nez
2(a+0b):

(a—x)+b+b+y+(x—y)2+b><2(a+b)
Vie—y)P+bl<z—y+a
2

(x—y)? +0° < (z—y)* +2a(z —y) + d®,

A B

coz plati diky a >b>0a x > y.|

3. Najdéte nejmensi kladné celé cislo n, které md aspon dva rizné prvocinitele a které
je ndasobkem souctu svého nejmensiho a nejvétsiho prvocinitele.

(Patrik Vrba, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:
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N1. Najdéte vSechna celd ¢isla n = 2, kterd jsou o 76 vétsSi nez jejich nejmensi
prvocinitel. [n = 78. Necht p je nejmensi prvocinitel ¢isla n, potom mé platit
n = p+ 76. Zfejmé p | n a proto p déli i 76 = 22 - 19. ProtoZe p je prvoéislo,
mame jen dvé moznosti: p = 2 nebo p = 19. Pro p = 2 dostaneme vyhovujici
n="78=2-3-13. Pro p =19 dostaneme n = 95 = 5 - 19, ale 19 neni nejmensi
prvocinitel ¢isla n.]

N2. Najdéte vSechna prvocisla p, ¢, p # q takova, ze Cislo pq je o 76 vétsi nez soucet
vsech jeho kladnych délitelt. [p = 2, ¢ = 73. Soucet vsech kladnych délitelu ¢isla
pq je 1 +p+ q+ pg a tedy mame fesit rovnici 1 + p + ¢ + pg = pq + 76, tj.
p+q = 75. Kvili parité musi byt jedno prvocislo sudé a druhé liché, proto jedno
z nich musi byt 2 a druhé je 75 — 2 = 73, coz je také prvocislo a skutecné ¢islo
2-73 je o 76 vétsi nez 1+ 2+ 73 + 2 - 73. Jiné feseni neexistuje.]

D1. Cislo n je o 5 mensi nez trojnasobek jeho nejvétsiho lichého délitele. Uréete ¢islo
n. [n € {8,20}. Oznacme nejvétsiho lichého délitele ¢isla n jako D, ma platit
n = 3D + 5. Ale n je délitelné ¢islem D, proto D déli i ¢islo 5. Pro D = 1 mame
n =8 apro D =5 mame n = 20. V obou pripadech je D nejvétsim lichym
délitelem cisla n a tedy tloha mé dvé feseni n € {8,20}.]

D2. Cislo n je soudinem tif réiznych prvodisel. Zvétsime-li dvé mensf z nich o 1
a nejvétsi ponechame nezménéné, zvétsi se jejich soucin o 915. Urcete ¢islo n.
[63-C—1-3]

D3. Najdéte vsechna prirozena cisla, kterd maji prave 6 déliteli, pricemz soucet
druhého nejvétsiho a druhého nejmensiho z nich je 54. [65-B-11-3]

4. Pro redlnd cisla a, b, ¢ plati
(a+0*=0b+c)? (a—0)>*Z(b—c)? a>b>c

Kolik nejvice z cisel a, b, ¢ mize bijt zdporngch? (Méria Doméanyova)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:
N1. Ukazte, ze pro libovolna nezdporna realné ¢isla a, b plati nerovnost

(a+0)* = (a—b)’

a zjistéte, kdy nastane rovnost. [Nerovnost postupné ekvivalentné upravime tak,
abychom dostali néjaké platné tvrzeni. V této tloze se dopracujeme k nerovnosti
4ab = 0, kterd zfejmé plati, protoZze zadand ¢isla jsou nezaporna. Rozepsanim
obou stran zadané nerovnosti dostaneme a? + 2ab + b*> > a® — 2ab + b* a po
odec¢teni a? 4+ b? od obou stran dostdvdme 2ab = —2ab, z ¢ehoz po pievedeni uz
plyne pravdivd nerovnost 4ab = 0. Zadand nerovnost plati, protoze obracenim
pofadi tprav se z platné nerovnosti 4ab = 0 muzeme dostat az k nerovnosti
(a+b)* = (a —b)%]
N2. Pro realna ¢isla a, b, ¢ plati

AA>2V > a>b>e.
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N3.

D1.

D2.

D3.

Kolik nejvyse z ¢isel a, b, ¢ muZze byt zapornych? [Nejvyse jedno. Kdyby bylo
b <0, pak ic<b<0.Potom ale plati ¢ = (—c)? > (=b)? = b?, coZ je ve sporu
s b? > 2. Zaporné miize byt pouze c, staci ovéiit ¢ = —1, b = 2, a = 3, opravdu
322222 (~1)? a3 >2> —1. V tlohach pozadujicich najit nejvétsi/nejmensi
hodnotu musime po nalezeni této hodnoty provést dva kroky — najit priklad, kdy
se tato nejvétsi/nejmensi hodnota presné dosahuje a ukézat, ze ve vSech ostatnich
ptipadech hodnota nebude vétsi/nebude mensi nez nami nalezend hodnota. |
Ukazte, ze pro libovolna redlna cisla x, y plati nerovnost

[z +y| 2 [z = Jyl.

[V této tloze vyuzijeme trojihelnikovou nerovnost |a| + |b| = |a + b|. PrepiSeme
si zadanou nerovnost do tvaru |x + y| + |y| = |z|, ktery napadné pfipomina
trojuhelnikovou nerovnost. Potfebovali bychom, aby pro néjaké sikovné zvolené
hodnoty a a b platilo, zZe |a| a |b] jsou ¢isla |z +y| a |y| (leva strana trojuhelnikové
nerovnosti) a |a + b| = |z| (pravéd strana). To plati, pokud a = x +y a b = —y.
Vychazime tedy z obecné platné trojuhelnikové nerovnosti, do které dosadime

a = xz+yab = —y a tak dostaneme |z +y|+|y| = [v+y|+]|—-y| =
2 |(z+y) + (—y)| = |z|. Odectenim |y| dostdavame dokazovanou nerovnost.|
Urcete vsechny trojice (z,y, z) redlnych ¢isel, pro které plati

2?4+ ay =y + 2%,
z2+zy:y2—|—x2.
[58-B-1-2]
Pro kladna realné ¢isla a, b, ¢ plati ¢ + ab = a® + b?. Dokazte, ze potom plati

také ¢ + ab < ac + be. [63-C-11-3]
Pro kladna realna cisla a, b, ¢, d splnujici nerovnosti a > b, ¢ > d plati

a+b>c+d, ab < cd.

Dokazte, ze potom nutné plati a > ¢ > d > b. [69-A-1-1]

5. V lichobézniku ABCD, kde AB || CD a |AB| > |CD|, oznac¢me K, L po 1adé stredy
stran AB, BC'. Ddle oznacme M prisecik usecek AL a CK. Dokazte, Ze primka DM
déli lichobéznik ABC'D na dvé édsti o stejném obsahu. (Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

Proc¢ téznice rozdéluje trojuhelnik na dva trojihelniky se stejnym obsahem?
[Necht M je stied strany BC' trojuhelniku ABC. Téznice AM rozdéluje stranu
BC' na dvé stejné tsecky, které jsou zédkladnami trojihelniki ABM a AC'M se
stejnou vyskou.|

Ptipomenme si, jak se poc¢ita obsah lichobézniku a pro¢ tomu tak je. |
c

a C
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N3.

N4.

Nb5.

D1.

D2.

D3.

Mezi dvéma rovnobézkami p a q lezi bod M tak, Ze jeho vzdélenost od primky p
je dvakrat vétsi nez jeho vzdalenost od primky ¢. Uvazujme body K a L lezici
po fadé na primkach p a ¢ takové, ze bod M lezi na tsecce K L. Dokazte, ze
bod M rozdéluje tisecku KL v poméru 2 : 1. [Dokresleme kolmici na primku p
prochazejici bodem M a z podobnosti pravothlych trojihelnikia (podle véty uw)
vyplyva hledany pomeér.]

Mezi dvéma rovnobézkami p a g lezi bod M tak, ze jeho vzdéalenost od primky p je
stejné jako jeho vzdalenost od primky ¢. Uvazujme body A, B lezici na piimce p
body C' a D lezici na primce ¢ tak, ze bod M je prisecikem tsecek AD a BC
a poloprimky AB a CD jsou souhlasné. Dokazte, ze trojuhelniky ABM a DCM
jsou shodné. [Uhly AMB a DMC' jsou vrcholové a thly ABM a DCM jsou
stridavé, proto AABM ~ ADCM podle véty wu. Podobné jako v predchozi
navodné tloze dokreslenim kolmice na primku p ndm vzniknou shodné pravoihlé
trojuhelniky s preponami BM a CM a tedy |BM| = |CM|, z ¢ehoz uz plyne
NABM ~ ADCM podle véty usu.|

V trojuhelniku ABC oznac¢me stredy jeho stran AB, BC'a AC potadé K, La M.
Priisecik tsecek AL a BM oznac¢me O. Kolikrat je obsah trojihelniku ABC' vétsi
nez obsah trojihelniku AKO? [Je Sestkrat vétsi. Usecky AL a BM jsou téznice
CK v poméru 2 : 1, |[KO| : |OC| =1:2a tedy |KO|: |KC| =1 : 3. Pokud
oznac¢ime paty vysek z bodit O a C na stranu AB jako P a R, tak z podobnosti
AKPO ~ AKRC podle véty wu v poméru |[KO| : |KC| = 1 : 3 vyplyva
|PO| : |RC| = 1: 3. Usetky PO a RC jsou ale také vyskami trojihelnikit ABO
a ABC, které maji spolecnou zakladnu a proto jsou obsahy trojihelnika ABO
a ABC' ve stejném pomeéru, tj. Sapo : Sapc = 1 : 3. Bod K je stiedem strany
AB, proto Saxo = Spko, z ¢ehoz nakonec plyne Saxo : Sapc =1:6.]

Necht P a @ jsou po tadé stredy stran BC a AC trojihelniku ABC. Necht
rovnobézka s AC' prochéazejici stredem K usecky P(Q) protina primku BQ v bodé
L a primka PL protina tsecku AC' v bodé M. Dokazte, ze M je sttedem tsecky
AQ. [74-C-1-5)

Zakladna AB lichobézniku ABCD je tiikrat delsi nez zakladna C'D. Oznacme M
stfed strany AB a P prusecik tsecky DM s thloptickou AC. Vypocitejte pomér
obsaht trojihelniku CDP a ¢tyiuhelniku M BCP. [55-C-11-1]

Je dén obdélnik ABCD, kde |AB| : |BC| = 2 : 1. Na jeho strandch AB, BC,
CD, DA jsou po radé dany body K, L, M, N tak, ze KLMN je obdélnik a plati
|KL| : |LM| = 3 : 1. Vypocitejte pomér obsahti obdélniki ABCD a KLMN.
[73-C-1-6]

6. Kuchar vari devet jidel. Na kazZdy z péti ndsledujicich dnu sestavi jidelni listek
obsahujici ne nutnée stejny pocet jidel. Musi zarucit, aby st libovolnych pét ruznyjch jidel
z téchto deviti bylo mozné béhem téchto péti dni v néjakém poradi objednat (kazdy den
jedno jidlo). Urcete nejmensi mozny soucet pocti jidel ze vsech péti jidelnich listki.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:
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NI.

N2.

N3.

N4.

V sacku jsou ctyti kulicky — bila, cervend, modra a zelena. V kazdém tahu
vytahneme naraz 3 rtizné kulicky, podivime se na né a vratime je do sacku.
Kolikrat musime opakovat tahy, abychom si byli jisti, Ze vytahneme stejnou trojici
kulicek? [Pétkrat. Ze ¢tyt barev vytvorime vSechny mozné trojice: (bilé, Cervena,
modrd), (bild, cervend, zelend), (bild, modra, zelend), (¢ervend, modrd, zelend) —
takto muzeme ctyrikrat vytahnout rtiznou trojici. Vice rtiznych trojic neexistuje,
proto nejpozdéji v patém tahu vytdhneme trojici, kterou jsme uz vidéli.]
Kuchar vaii tii jidla. Na kazdy z dvou dnti sestavi jidelni listek obsahujici ne
nutné stejny pocet jidel. Musi zarucit, aby si libovolna dvé riizna jidla z téchto
tii bylo mozné béhem téchto dvou dni v néjakém potadi objednat (kazdy den
jedno jidlo). Dokazte, ze kazdy den musel jidelni listek obsahovat alespon 2 jidla
a najdéte takovy priklad jidelnich listkt na oba dni s pravé dvéma jidly. [Ziejmé
kazdy den musi kuchaf varit alespon jedno jidlo. Oznacme si jidla jako A, B a C.
Kdyby v néktery den uvafril jen jedno jidlo, napriklad A, tak si objedname jidla
B a C a nebude splnéna pozadovana podminka. Zbyva ovérit, ze pokud kuchar
uvaii prvni den jidla A a B a druhy den jidla A a C, pak pro libovolnou z moznych
dvojic jidel (A, B), (A, C) nebo (B, C) plati, Ze si je mizeme v néjakém poradi
dnti objednat. Napr. pro dvojici (A, B) si objedndme B prvni den a A druhy den,
apod.]

Kuchar vari 9 jidel (oznacenych ¢isly 1,2,...,9) a sestavil tento jidelni listek:
Po |1 |3 |6 |8
Ut |1 |4 |6 |9
St (2 |4 |7 |9
Ct |2 |5 |7
Pa |3 |5 |8

Kdybychom si chtéli objednat jidla 1, 2, 3, 4, 5, mohli bychom si je objednat
v potradi 1, 4, 2, 5, 3, tj. v pondéli jidlo ¢islo 1, v utery jidlo ¢islo 4 atd. Najdéte
pét ruznych jidel tak, abychom si je nemohli objednat (kazdy den jedno jidlo).
[Napf. 1, 3, 4, 6, 8. Pokud si jidlo 1 objedndme v pondéli, tak jidla 3 i 8 si musime
objednat v patek, coz nejde. Takze jidlo 1 si musime objednat v utery. Potom
jidlo 6 si musime objednat v pondéli a jidlo 4 ve stiedu, nésledné jedinad moznost
pro jidlo 8 je patek a jidlo 3 si uz nemtzeme objednat ani v pondéli ani v patek.
Vyhovuje také napriklad libovolnéd pétice obsahujici jidla 1, 4, 6, 9, protoze ta se
vaii jen ve tfech ruznych dnech (pondéli, titery a stfeda).]

Do kazdého pole tabulky s 3 fadky a 4 sloupci vpiste jedno z ¢isel 1 az 6 tak, aby
platilo: "Pro libovolnou trojici navzajem riznych ¢isel z mnoziny {1,2,3,4,5,6}
dokazeme z kazdého radku tabulky vybrat jedno pole, aby ve vybranych polich
byla tato trojice ¢isel”. [Existuje vice moznych zapisu ¢isel do tabulky, jedno
z nich je

1 2 3 4
2 5 6
4 5 6 ]
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D1.

D2.

Kuchar vaii j jidel. Na kazdy z d dnt sestavi jidelni listek obsahujici ne nutné
stejny pocet jidel. Musi zarucit, aby si libovolnych d rtznych jidel z téchto j
jidel bylo mozné béhem téchto d dnt v néjakém poradi objednat (kazdy den
jedno jidlo). Uréete nejmensi mozny soucet poctu jidel ze vSech d jidelnich listki.
[Reseni této tilohy najdete v komentéiich, které budou zvefejnény na strankdch
MO po terminu odevzdani iloh doméciho kola.]

Kazdé policko tabulky 68 x 68 méame obarvit jednou z tii barev (ervena,
modré, bild). Kolika zpusoby to lze provést tak, aby kazda trojice sousednich
policek v kazdém tadku a v kazdém sloupci obsahovala policka vSech tii barev?

[68-C-11-1]
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