76. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2026/2027)

Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéZnich iloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Okolo kulatého stolu sedi 76 rytiru. Kazdy z nich ma prdve ctyri spojence, a to dva
nejblizZsi sousedy po levici a dva nejblizsi sousedy po pravici. Kolika zpusoby lze rytire
rozdelit do dvou skupin, aby kazdy rytir mél ve své skupiné prdave dva spojence?

(Jozef Rajnik)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.
N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

Kazdy z 8 rytirh kolem kulatého stolu zné své dva sousedy a nikoho jiného. Kolika
zpusoby lze rytife rozdélit na dveé skupiny tak, aby kazdy mél ve své skupiné pravé
jednoho znamého?

Reste predchozi tlohu pro 10 rytift namisto 8.

Kazdy ze 40 rytiia kolem kulatého stolu zna své dva sousedy a nikoho jiného.
Kolika zptsoby lze rozdélit rytife na hrdiny a padouchy tak, aby kazdy rytit znal
pravé jednoho hrdinu?

Ve fronté na obéd stoji n = 4 zéku. Kazdy z nich se znd pouze se dvéma zéky,
které ma piimo pred sebou, a dvéma, které ma piimo za sebou (Zaci na krajich
maji zndmych méné). Pro kterd n lze ziky rozdélit do dvou skupin, aby mél
kazdy ve své skupiné pravé 2 znamé?

Jisty panovnik pozval na oslavu svych narozenin 28 rytiri. Kazdy z rytifa mél
mezi ostatnimi pravé tii nepratele. Ukazte, ze panovnik muze rytite rozsadit
ke dvéma stolim tak, aby kazdy rytit sedél u stejného stolu nejvyse s jednim
nepritelem. Ukazte, ze v pripadé libovolného takového rozesazeni sedi u kazdého
stolu nejvyse 16 rytiru. (Neptatelstvi je vzajemny vztah: Je-li A nepiitelem B,
pak i B je nepiitelem A.)

Na vecirku se setkalo n osob, pricemz n 2 2. Kazd4a osoba nema rada pravé jednu
jinou osobu pifitomnou na vecirku (ale ne nutné vzdjemné, tj. muze se stat, ze
A m4 rdd B i pfesto, ze B nemd rdd A) a mé rdda vSechny ostatni. Dokazte,
ze hosty lze usadit ke tfem stolim takovym zptsobem, aby kazdy host mél rad
vsechny osoby u svého stolu.

Podél kruznice je rozmisténo 16 realnych ¢isel se souctem 7. Dokazte, ze existuje
usek péti sousednich ¢isel se souctem alespont 2. Urcete nejmensi k takové, ze
v popsané situaci lze vzdy najit tisek k sousednich ¢isel se souctem alespon 3.
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2. Kazda ze tri primek deli dany kruh na dve isece, jejichZ obsahy jsou v poméru 2 : 1.
Tato trojice primek déli kruh na sedm casti. Dokazte, Ze obsah nekteré casti je roven
souctu obsahi jingych dvou nebo 17 (rizngch) cdsti. (Tomas Bérta)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Dvé tétivy déli kruh o obsahu 1 na ¢tyti ¢asti, pricemz prvni tétiva déli kruh na
dvé tsece v pomeéru obsahii 1 : 2 a druha tétiva déli kruh na dvé dsece v poméru
obsahti 1 : 3. Dokazte, ze obsah nékteré ze 4 ¢asti je o 1—52 vétsi nez obsah jiné
7z Casti.

N2. Délky stran trojuhelniku ABC' tvofi aritmetickou posloupnost. Oznacme K, L,
M body dotyku kruznice vepsané po radé se stranami AB, BC, C'A. Dokazte,
ze vzdalenosti |AK|, |BL|, |CM| (v néjakém poradi) také tvori aritmetickou
posloupnost. Napovéda: plati |AK| = |[AM|, |BK| = |BL|, |CL| = |CM|.

N3. Dvé tétivy déli kruh na ¢tyTi ¢asti, pricemz tii z téchto ¢asti maji obsahy 5, 7
a 13. Urcete obsah zbyvajici ¢asti, jestlize jedna z tétiv prochazi stfedem kruhu.
Urcete vsechny moznosti.

D1. Kazdé hrané ctyrsténu pritadime jedno realné cislo tak, aby kazda sténa méla
stejny soucet ¢isel svych tii hran. Kolik nejvice ze Sesti ¢isel pritazenych hranam
muze byt navzajem ruznych?

D2. Kazdé hrané ¢tytsténu pritadime kladné realné ¢islo tak, aby nékteré dvé stény
mély stejny soucet cisel svych tii hran a zbyvajici dvé stény mély stejny soucin
¢isel svych t¥i hran. Kolik nejvyse z Sesti ¢isel pfifazenych hranam miize byt
riznych?

ky BC'. Dokazte, Ze polomér kruznice pripsané strané BC' je roven wvelikosti viysky
z vrcholu A. (Kruznice pripsand strané BC' je kruznice, kterd se dotykd strany BC
a poloprimek opacnijch k BA a CA.) (Zdenek Pezlar)

NAVODNE A DOPLNUJiCi ULOHY:
Zopakujte si pojem stejnolehlosti. Napt. https://www.karlin.mff . cuni.cz/
~portal/geom_zobr/?page=vz12 nebo J. Sedivyj Shodnost a podobnost v kon-
struk¢nich tlohach, SMM, 1980.

N1. Pro dané dvé protinajici se neshodné kruznice sestrojte jejich spolecné tecny.

N2. Trojthelnik ABC' se stranami délek a = 7, b = 9, ¢ = 12 méd obsah S = 14/5
(jak plyne z Heronova vzorce). Vypoctéte a) vysku v, na stranu a, b) polomér p
kruznice vepsané, c¢) polomér p, kruznice ptipsané strané BC.

N3. Stfedni pricka trojihelniku ABC' rovnobézna s jeho stranou BC' je tecnou
kruznice vepsané trojiuhelniku ABC'. Vyjadrete a pomoci b a c.

N4. Ptimka p je rovnobézna se stranou BC' trojihelniku ABC a prochéazi jeho
Jaky je pomér poloméra kruznic k, [ vepsanych trojihelnikim ABC a AKL?

N5. V situaci z predchozi tlohy oznac¢me g rovnobézku s AC prochazejici stfedem
kruznice k a () prusecik ¢ a BC. Déle oznac¢me r rovnobézku s AC' prochazejici

2


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/geom_zobr/?page=vz12
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/geom_zobr/?page=vz12
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403977
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403977

76. ROCNIK MO (2026/2027) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE A

D1.

D2.

D3.

D4.

sttedem kruznice [ a R pruseéik r a K L. Dokazte, ze primka ()R prochazi bodem
A.

V trojuhelniku ABC oznacme D bod dotyku kruznice vepsané se stranou BC
a F bod dotyku kruznice pripsané ke strané BC' s touto stranou. Dokazte, ze
stted DE splyva se sttedem BC.

V situaci z predeslé tlohy necht je F' takovy bod kruznice vepsané trojihelniku
ABC, ze FD je jeji prumér. Dokazte, ze body A, F' a F lezi na jedné primce.

Dany je trojihelnik ABC' s obsahem S. Uvnitf trojihelniku, jehoz vrcholy jsou
stfedy stran trojuhelniku ABC' je libovolné zvoleny bod O. Oznac¢me A’, B', C’
po fadé obrazy bodu A, B, C ve stredové soumérnosti podle bodu O. Dokazte,
ze Sestitthelnik AC’BA’C'B’ mé obsah 28S.

Je dan trojihelnik ABC'. Ozna¢me T}, bod dotyku kruznice vepsané trojihelniku
ABC se stranou BC a FE, stfed kruznice pripsané ke strané BC'. Podobné
definujeme body Ty, Ey a T,., E. pro strany C'A a AB. Dokazte, ze piimky T, F,,
TyEya T.E,. prochazeji jednim bodem.

4. Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, q takové, Ze p > q a plati

(p+q+1)(n(p—1,g—1)+1) = 1lpq.

Zde n(a,b) oznacuje nejmensi spolecny nasobek cisel a a b. (Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.
N2.
N3.
D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Reste v pfirozenych &islech rovnici (a + b+ 1)(a + 5b + 8) = 76.
Reste (p+ q)(p +r + 1) = 143 pro prvoéisla p > g > 7.
Urcete vsechna kladna cela ¢isla a s vlastnosti: 3a + 14 je nasobkem c¢isla a + 2.

Najdéte vSechny dvojice prirozenych éisel a, b, pro kterd plati a + b+ D(a,b) +
+n(a,b) = 50.

Urcete vsechny dvojice a, b kladnych celych ¢isel, pro ktera plati a - n(a,b) = 4 -
-D(a,b).

Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel (a,b) takovych, ze n(a,b) + D(a,b) =
= 63.

Ctyfi rizné prvodisla p, ¢, r, s spliiuji rovnost 72 +p = ¢ - r - s. Urete nejmensi
moznou hodnotu p.

Najdéte vsechna kladna prirozend cisla takova, Ze nejsou mocninou c¢isla 2

a rovnaji se souc¢tu 3nasobku svého nejvétsiho lichého délitele a Snasobku svého
nejmensiho lichého délitele vétsiho nez 1.
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A
5. V konvexnim pétiihelniku ABCDE plati |xCBA| = g E
= |XADC|, |<ACB| = |¥EDA| a |XAED| =
= | DCA|. Dokazte, Ze CD || BE.  (Patrik Bak)
C D

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte, ze v situaci na obrazku plati XY || ZWW.

C B A

N2. Uvazujme trojuhelnik ABC' s kruznici k jemu opsanou a druhy trojihelnik XY Z
s opsanou kruznici [. Necht plati |[XABC| = |¥XY Z|. Pak jsou kruznice k a I
shodné, prave kdyz |AC| = | X Z].

N3. Bud ABC trojuhelnik, k£ kruznice jemu opsana a H prusecik jeho vysek. Oznac¢me
H' obraz bodu H v osové soumérnosti podle BC. Dokazte, ze H' € k.

D1. Reimova véta tika: Necht body A, B, Y, X lezi na jedné kruznici. Na primkach
AX a BY jsou po radé dany body C' a D. Pak body C, D, Y, X lezi na jedné
kruznici pravé tehdy, kdyz primky AB, C'D jsou rovnobézné. Dokazte ji pro
pripad, ze ABDC je ¢tyrtuhelnik, X lezi na tsecce AC a Y na tsecce BD.

D2. V konvexnim pétithelniku ABCDE plati |<CBA| = |<BAE| = |<AED|. Na
strandch AB a AF existuji postupné body P a Q tak, ze |AP| = |BC| = |QFE|
a |[AQ| = |BP| = |DE|. Dokazte, ze CD || PQ.

D3. Konvexn{ pétithelnik ABC'DE mé viechny strany stejné dlouhé. Uhlopiicky AD
a EC se protinaji v bodé S tak, ze |TASE| = 60°. Dokazte, ze pétithelnik
ABCDE ma nékteré dvé strany rovnobézné.

6. Pro kladné celé cislo m oznacme g(m) nejmensi pocet geometrickyjch posloupnosti,
mezi jejichZ cleny jsou zastoupeny vsSechny delitele cisla m. Urcete vsechna kladnd
celd ¢isla n, pro kterd plati g(n!) = g((n + 1)!). Reste pro geometrické posloupnosti
a) s raciondlnimi kvocienty, b) s redlngymi kvocienty. (Zdenék Pezlar)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. Dokéazete pokryt vSechny délitele ¢isla 6 dvéma geometrickymi posloupnostmi?
Dokazete pokryt vsechny délitele ¢isla 24 dvéma geometrickymi posloupnostmi?

N2. Najdéte nekoneéné mnoho c¢isel, jejichz vsechny délitele lze pokryt dvéma geome-
trickymi posloupnostmi, ale jednou geometrickou posloupnosti nikoli.

N3. Mé-li ¢islo m prvoéiselny rozklad pi'p5* ... pi*, pak pocet jeho délitelt je (a; + 1)
(a2 +1)...(ar + 1). Dokazte.
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N4.

N5.

N6.

N7T.

D1.

D2.

D3.

Dokazte, ze v prvociselném rozkladu ¢isla n! je mocnina dvojky vétsi nebo rovna
mocniné libovolného jiného prvocisla.

Obdélnik je rozdélen na 3 x 5 jednotkovych c¢tvereckti. Kolik nejméné potrebu-
jeme primek, aby kazdym vrcholem kazdého ¢tverecku prochéazela aspon jedna
primka?

Cisla a* a a7 jsou racionalni. Musi byt a také racionalni? Pokud jsou racionalni
¢isla b* a b8, musi byt racionalni i b?

(Eukleidiv algoritmus pro hleddni nejvétsiho spolecného délitele alespori dvou ¢i-
sel) Pro kazdou kone¢nou posloupnost dy, ds, . . ., d,, kladnych celych ¢isel opaku-
jeme nasledujici postup: v kazdém kroku vezmeme dva ¢leny a, b posloupnosti,
takové ze a > b (pokud takové existuji) a vétsi ¢len a nahradime jejich rozdilem
a — b. Dokazte, ze algoritmus skon¢i po konecné mnoha krocich, a to ve chvili,
kdy budou vsSechna cisla rovna nejvétsimu spolecnému déliteli ptivodnich cisel
dl, ey dn

Pro celé ¢islo n = 3 definujeme posloupnost aq,as,...,a, jako posloupnost
exponentll v prvociselném rozkladu n! = p{'p5? ... pp*, kde p1 < p2 < ... < pg
jsou prvocisla. Naleznéte vSechna celd ¢isla n = 3, pro kterd je ai, s, ..., az
geometricka posloupnost.

Predpokladejme, ze a; < as < --- < asgeq je aritmeticka posloupnost kladnych
celych ¢isel a posloupnost by < by < --- < bygoy je geometrickd posloupnost
kladnych celych ¢isel. Urcete maximalni mozny pocet celych cisel, ktera se mohou
vyskytovat v obou posloupnostech zaroven, a to pres vsechny mozné volby téchto
dvou posloupnosti.

Na tabuli je napsano 2026 (ne nutné ruznych) celych ¢isel vétsich nez 1. V kazdém
tahu Konfucius vybere dvé ¢isla m > 1 an > 1 z riznych mist na tabuli a nahradi
je ¢isly D(m,n) a B((Tnz)) Tak pokracuje, dokud mize. a) Dokazte, Ze nezévisle
na postupu Konfucius po konecném poctu tahii skonci, tj. na tabuli zbyde jediné
¢islo vétsi nez jedna. b) Dokazte, Ze hodnota tohoto ¢isla je také nezavisla na
Konfuciové postupu.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.
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1. Okolo kulatého stolu sedi 76 rytiri. Kazdy z nich ma prdve ctyri spojence, a to dva
nejblizsi sousedy po levici a dva nejblizsi sousedy po pravici. Kolika zpusoby lze rytire
rozdelit do dvou skupin, aby kazdy rytir meél ve své skupiné prdave dva spojence?

(Jozef Rajnik)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

Kazdy z 8 rytitt kolem kulatého stolu zna své dva sousedy a nikoho jiného. Kolika
zpusoby lze rytite rozdélit na dveé skupiny tak, aby kazdy mél ve své skupiné pravé
jednoho znamého? [Dvéma zptusoby. Pokud jsou dva sousedé ve stejné skuping,
pak dva rytifi nalevo od nich jsou nutné oba v té druhé. Ocislujme nyni rytite
¢isly 1 az 8 po sméru hodinovych ruci¢ek. Pokud je 1 ve skupiné s 2 (ozna¢me
ji A), pak 3, 4 jsou v opacné skupiné (oznacme ji B) a ddle nutné 5, 6 jsouv A a7,
8 jsou v B a toto rozdéleni vyhovuje. Podobné pokud je 1 ve skupiné s 8, ziskame
druhé mozné rozdéleni. Poznamenejme, Ze rytifi jsou navzajem rozliSitelni, proto
je muzeme ocislovat. Naopak skupiny rozlisitelné nejsou — pokud bychom zaménili
skupiny A a B, dostali bychom stejné rozdéleni. Proto jsme jako A oznadili tu
skupinu, ve které se nachazi rytir 1.]

Reste predchozi tilohu pro 10 rytift namisto 8. [Ani jednim zpiisobem. Pokud
by bylo mozné rytite pozadovanym zpusobem rozdélit, museli by rytiri tvorit
dvojice podobné jako v predchozi tloze, tj. nékteri dva sousedni rytiti by byli ve
skupiné A, dalsi dvojice nutné ve skupiné B a tak déle. Protoze je vsSak dvojic
lichy pocet, byla by posledni dvojice ve stejné skupiné jako ta prvni, coz nelze,
protoze obé dvojice spolu sousedi a nutné by pak existoval rytir, ktery by mél ve
své skupiné oba své znamé.|

Kazdy ze 40 rytiii kolem kulatého stolu zna své dva sousedy a nikoho jiného.
Kolika zptisoby lze rozdélit rytite na hrdiny a padouchy tak, aby kazdy rytir znal
pravé jednoho hrdinu? [Ctyimi. Podobné jako v ptedchozich tlohdch se musi
kolem stolu pravidelné stiidat pary hrdint s pary padoucht. Protoze jsou ale
skupiny rozlisitelné (jedni jsou hrdinové a druzi padousi), dostavame na rozdil
od prvni navodné tlohy 4 moznosti: 1. hrdinové jsou rytiri 1 a 2, 2. hrdinové jsou
rytifi 2 a 3, 3. rytifi 3 a 4, 4. rytifi 4 a 5.

Ve fronté na obéd stoji n = 4 zéku. Kazdy z nich se znd pouze se dvéma zéky,
které ma piimo pred sebou, a dvéma, které ma piimo za sebou (Zaci na krajich
maji zndmych méné). Pro kterd n lze zaky rozdélit do dvou skupin, aby mél
kazdy ve své skupiné pravé 2 znamé? [Pro n délitelnd tfemi. Prvni Zak musi byt
ve skupiné s obéma ziky za nim, jsou to jeho jedini znami. Tito dva uz maji ve
skupiné 2 zndmé, takze dalsi dva ve fronté (4. a 5.) musi byt v druhé skupiné,
a také 6., jinak by tam 4. nemél dva znamé. Ze stejného divodu musi 7. az 9.
74k byt v prvni skupiné, 10. az 12. ve druhé a tak dale. Zaky je tedy potieba
rozdélovat do dvou skupin po trojicich. Protoze stejny proces musi fungovat i kdyz
zacneme od posledniho zaka, musi byt n délitelné tfemi. Pro kazdé n délitelné
tremi bude takovéto rozdéleni po trojicich splnovat podminku ze zadani.|

Jisty panovnik pozval na oslavu svych narozenin 28 rytiri. Kazdy z rytird mél
mezi ostatnimi pravé tii neptatele. Ukazte, Ze panovnik muze rytife rozsadit
ke dvéma stolim tak, aby kazdy rytif sedél u stejného stolu nejvyse s jednim
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D2.

D3.

nepritelem. Ukazte, ze v pripadé libovolného takového rozesazeni sedi u kazdého
stolu nejvyse 16 rytiru. (Nepfatelstvi je vzajemny vztah: Je-li A neptitelem B,
pak i B je nepfitelem A.) [51-C-1 6]

Na vecirku se setkalo n osob, pficemz n = 2. Kazda osoba nemd rdda pravé jednu
jinou osobu pifitomnou na vecirku (ale ne nutné vzdjemné, tj. muze se stat, ze
A m4 rdd B i presto, ze B nemd rdd A) a mé rdda vSechny ostatni. Dokazte,
ze hosty lze usadit ke tfem stoliim takovym zptsobem, aby kazdy host mél rad
vsechny osoby u svého stolu. [11. CPSJ, T3]

Podél kruznice je rozmisténo 16 realnych ¢isel se souctem 7. Dokazte, ze existuje
usek péti sousednich ¢isel se souctem alespont 2. Urcete nejmensi k takové, ze
v popsané situaci lze vzdy najit tisek k sousednich ¢isel se souctem alespon 3.
[60-B—-S-2]

2. KazZda ze tri primek déli dany kruh na dvée usece, jejichz obsahy jsou v pomeru 2 : 1.
Tato trojice primek déli kruh na sedm casti. Dokazte, Ze obsah nékteré casti je roven
souctu obsahi jingych dvou nebo i (rizngch) cdsti. (Tomas Bérta)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Dvé tétivy déli kruh o obsahu 1 na ¢tyti ¢asti, pricemz prvni tétiva déli kruh na
dvé tsece v poméru obsahii 1 : 2 a druha tétiva déli kruh na dvé dsece v poméru
obsahti 1 : 3. Dokazte, ze obsah nékteré ze 4 c¢asti je o 1—52 vétsi nez obsah jiné
z ¢asti. [Oznacéme x obsah pruniku dvou tseci s obsahy % a i. Pak vsechny casti
maji velikosti x, % —x, ;11 Ll _2)= 1—52 + x, tj. posledni ¢ast je o 15—2
vetsi nez prvni ¢ést.

Délky stran trojuhelniku ABC' tvori aritmetickou posloupnost. Ozna¢me K, L,
M body dotyku kruznice vepsané po radé se stranami AB, BC, C'A. Dokazte,
ze vzdalenosti |AK|, |BL|, |CM| (v néjakém poradi) také tvori aritmetickou
posloupnost. Napovéda: plati |AK| = |AM|, |BK| = |BL|, |CL| = |CM].
[Oznacme x = |AK| = |AM|, y = |BK| = |BL|, z = |CL| = |CM| a pismeny a,
b, ¢ délky stran trojuhelniku, pricemz a = b —d a ¢ = b+ d, kde d je diference
aritmetické posloupnosti. Plati tedy s +y =c=b+d, y+2 =a = b—d,
z 4+ x = b. Se¢tenim prvnich dvou rovnic a ode¢tenim treti dostavame postupné
(x+y)+(y+2)—(x+2)=(0b+d) + (b—d)—b, tj. y = b/2. Podobné seCtenim
jiné dvojice rovnic a odectenim zbyvajici ziskdme z = b/2 —d a = = b/2 + d, tj.
z, y, « tvori aritmetickou posloupnost s diferenci d.]

Dvé tétivy déli kruh na Ctyfi ¢asti, pricemz tfi z téchto ¢asti maji obsahy 5, 7
a 13. Urcete obsah zbyvajici ¢asti, jestlize jedna z tétiv prochézi stfedem kruhu.
Urcete vSechny moznosti. [11, 15. Tétiva prochézejici sttedem déli kruh na dvé
shodné tsece, tj. soucet obsahii dvou c¢asti je polovina obsahu kruhu. Obsah x
ctvrté casti musi splnovat jednu ze tii rovnic: 5+ 13 =742, 7T+ 13 =5+«
nebo 5+ 7 = 13 + x. Z prvnich dvou rovnic dostavame teSeni 11, resp. 15, treti
rovnice nema kladné teseni. Rozmysleme si, Zze k vypoctenym ¢islim skuteéné
existuji kruhy a tétivy. V prvnim pripadé mé kruh obsah 36, v ném vezmeme
tétivu, ktera ho rozdéluje na tisece s obsahy 7+5 = 12 a 13+ 11 = 24. Otacenim
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D1.

D2.

tétivy prochazejici sttedem zajistime, aby tato tétiva rozdélila tise¢ o obsahu 12
na dvé casti s obsahy 5 a 7. Zbyvajici dvé ¢asti uz maji nutné obsahy 13 a 11.
Podobné v ptipadé druhého Tesen.]

Kazdé hrané ctyrsténu pritradime jedno redlné ¢islo tak, aby kazda sténa méla
stejny soucet ¢isel svych tii hran. Kolik nejvice ze Sesti ¢isel pritazenych hranam
muze byt navzajem raznych? [75-B-1-1]

Kazdé hrané ¢tyrsténu pritadime kladné redlné cislo tak, aby nékteré dvé stény
mély stejny soucet cisel svych tii hran a zbyvajici dvé stény mély stejny soucin
c¢isel svych tii hran. Kolik nejvysSe z Sesti ¢isel pritazenych hranam muze byt
ruznych? [75-B-111-1]

Vvev

ky BC'. Dokazte, Ze polomér kruznice pripsané strané BC' je roven wvelikosti vysky
z vrcholu A. (Kruznice pripsand strané BC' je kruznice, kterd se dotykd strany BC
a poloprimek opacnijch k BA a CA.) (Zdenek Pezlar)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

Zopakujte si pojem stejnolehlosti. Napt. https://www.karlin.mff.cuni.cz/
~portal/geom_zobr/?page=vz12 nebo J. Sedivyj Shodnost a podobnost v kon-
struk¢nich tlohach, SMM, 1980.

Pro dané dvé protinajici se neshodné kruznice sestrojte jejich spolecné tecny.
[Obvykla konstrukee je zaloZena na faktu, Ze spoleéné tecny se protinaji ve sttedu
stejnolehlosti obou kruznic, tom, ktery lezi vné kruznic. Tento stfed sestrojime
takto: pro dané kruznice k, k' se stiedy S, S’ sestrojime rovnobézky p, p/
prochézejici po radé body S, S’, které nejsou rovnobézné s SS’. Oznacme X
prunik p a k a analogicky X' prunik p’ a k' tak, aby SS’X’X byl lichobé&znik.
Prusecik piimky X X’ s ptimkou S'S’ je hledany stfed stejnolehlosti. Body dotyku
teCen s kruznicemi pak sestrojime pomoci Thaletovych kruznic. (Popis konstrukce
je strucny, protoze se jedna o bézné stredoskolské ucivo.)]

Trojihelnik ABC se stranami délek a = 7, b = 9, ¢ = 12 mé obsah S = 14/5
(jak plyne z Heronova vzorce). Vypoctéte a) vysku v, na stranu a, b) polomér p
kruznice vepsané, c¢) polomér p, kruznice piipsané strané BC. [a) 4v/5, b) v/5,

¢) 2v/5. Ze znamych vzorc mame v, = %, p= afbic. Nyni vime, Ze 2p = 2v,.

Proto je te¢na ke kruznici vepsané rovnobézna s BC (a rizna od BC) stf"gdni
prickou trojuhelniku ABC'. Protoze stejnolehlost zobrazujici kruznici vepsanou
na kruznici pripsanou zobrazuje tuto stfedni pricku na stranu BC', je koeficient
stejnolehlosti roven 2, tj. p, = 2p = 2v/5.]

Stredni pricka trojihelniku ABC rovnobézna s jeho stranou BC' je teCnou
kruznice vepsané trojihelniku ABC. Vyjadiete a pomoci b a c. [a = %(b + ¢).
Ze zadani plyne 2p = 1v,, coz dohromady s S = Jav, = %p(a + b+ ¢) dava
vysledek.|

Piimka p je rovnobézna se stranou BC' trojuhelniku ABC' a prochazi jeho

Vviev

Jaky je pomér poloméru kruznic k, [ vepsanych trojuhelnikim ABC a AKL?
8
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Nb5.

D1.

D2.

D3.

D4.

[3 : 2. Trojihelnik ABC' je obrazem trojihelnika AKL v stejnolehlosti se
stfedem A. V téhle stejnolehlosti se zobrazi tézisté T na stied strany BC, proto
je jeji koeficient 3 : 2. Taktéz je kruznice k obrazem kruznice [. Proto jsou jejich
poloméry v poméru 3 : 2.

V situaci z predchozi tlohy ozna¢me ¢ rovnobézku s AC' prochéazejici stiredem
kruznice k a () prusecik ¢ a BC. Déle ozna¢me r rovnobézku s AC' prochazejici
sttedem kruznice [ a R prusecik r a K L. Dokazte, ze primka QR prochazi
bodem A. [Necht Sk a S; postupné znadi stfedy kruznic k a [. Ve stejnolehosti
z predeslé ulohy je primka ¢ prochéazejici bodem Sy obrazem primky rovnobézné
s ¢ prochazejici bodem S;, tedy primky r. Proto je i prusecnik primek BC a g,
tj. bod @ obrazem priseciku jejich vzort, tedy piimek KL a r, tj. bodu R.
Z vlastnosti stejnolehlosti pak obraz @), vzor R a stfed stejnolehlosti A lezi na
primce.]

V trojuhelniku ABC oznacme D bod dotyku kruznice vepsané se stranou BC
a F bod dotyku kruznice pripsané ke strané BC' s touto stranou. Dokazte, ze
stfed DFE splyva se stifedem BC'. [Staci dokézat, ze |BE| = |CD|. Ozna¢me K, L
po fadé body dotyku kruznice pfipsané s poloptimkami AB, AC. Protoze |AK| =
= |AL| a |AK| =|AB|+|BK| = |AB|+|BE| a podobné |AL| = |AC|+|CE]|, je
|AK| = |AL| = s polovina obvodu trojthelniku a |BE| = |AK| — |AB|. Rovnost
|CD| = s — |AB] je znaméjsi a dokazuje se podobné.]

V situaci z predeslé ulohy necht je F' takovy bod kruznice vepsané trojihelniku
ABC, 7ze FD je jeji prumér. Dokazte, ze body A, F' a E lezi na jedné primce.
[Kruznice ptipsané ke strané BC' je obrazem kruZnice vepsané, pricemz stied
stejnolehlosti se nachazi v priseciku spoleénych tecen, tedy v bodé A. V této
stejnolehlosti se bod F' zobrazi na bod E, proto body A, E, F' lezi na piimce.]
Dany je trojihelnik ABC' s obsahem S. Uvnitt trojuhelniku, jehoz vrcholy jsou
stfedy stran trojuhelniku ABC, je libovolné zvoleny bod O. Ozna¢me A’, B', C’
po tadé obrazy bodu A, B, C' ve stfedové soumérnosti podle bodu O. Dokazte,
ze Sestitthelnik AC’BA'C'B’ ma obsah 25. [60-A 11 2]

Je dan trojihelnik ABC'. Ozna¢me T}, bod dotyku kruznice vepsané trojihelniku
ABC se stranou BC' a FE, stfed kruznice pripsané ke strané BC'. Podobné
definujeme body Ty, Ey a T,., E. pro strany C'A a AB. Dokazte, ze piimky T, F,,
TyEva T, E. prochézeji jednim bodem. [PraSe 11/12, 1. série, ul. 3]

4. Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, q takové, Ze p > q a plati

(p+q+1)(n(p—-1,¢—1)+1)=1lpq.

Zde n(a,b) oznacuje nejmensi spolecny ndsobek cisel a a b. (Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

Reste v pfirozenych éislech rovnici (a+b+1)(a+5b+8) = 76. [76 = 2-2-19. Obé
zavorky jsou prirozend cisla vétsi nez 2, tj. jedina moznost rozkladu na soucin je
4-19. Druha zavorka je vétsi nez prvni, tj. a+5b+8 =19, a+ b+ 1 = 4, odkud
snadno dopocteme a =1, b = 2]
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N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Reste (p+q)(p+r+1) = 143 pro prvocisla p > ¢ > r. [Nem4 feseni. 143 = 11-13.
Protoze obé zavorky jsou vétsi nez 1 a ta leva je vétsi nebo rovnd pravé, je nutné
p+q=13ap+r+1=11. Pak je ale jedno z prvocisel p, g sudé, coz je spor
s tim, ze p > ¢ > r a r je prvocislo.]

Urcete vSechna kladné celé ¢isla a s vlastnosti: 3a + 14 je nasobkem ¢isla a + 2.
[2 a 6. NapiSme si 3a + 14 = 3(a + 2) + 8. Evidentné 3(a + 2) je ndsobkem a + 2.
Pak ale 3a + 14 je nasobkem a + 2 pravé tehdy, kdyz je 8 nasobkem a + 2. Tj.
a + 2 nabyva jedné z hodnot 1, 2, 4, 8]

Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel a, b, pro kterd plati a + b + D(a,b) +
+1n(a,b) = 50. [50-C-1I-1]

Urcete vsechny dvojice a, b kladnych celych ¢isel, pro ktera plati a - n(a,b) = 4 -
-D(a,b). [62-C-S-2]

Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel (a, b) takovych, ze n(a, b)+D(a,b) = 63.
[50-C-1-3]

Ctyfi riznd prvodisla p, ¢, 7, s spliji rovnost 72 +p = ¢ - r - 5. Uréete nejmensi
moznou hodnotu p. [72-C 11 4]

Najdéte vsechna kladna prirozend cisla takova, Ze nejsou mocninou c¢isla 2
a rovnaji se souc¢tu 3nasobku svého nejvétsiho lichého délitele a Hnasobku svého
nejmensiho lichého délitele vétsiho nez 1. [63-A-11-1]

A
B E
5. V konvexnim petivhelniku ABCDE plati |<CBA| =
= |4ADC|, |<ACB| = |4¥EDA| a |XAED| =
= |««DCA]|. Dokazte, Ze CD || BE.  (Patrik Bak)
C D

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

Dokazte, Ze v situaci na obrazku plati XY || ZWW.

w Y
Z X
92° 104°
97° 85°
C B A

[Bud U prisecik poloprimek WZ a AC. Dopocitanim thli v trojihelniku UCZ
ziskdme |4 ZUC| = 9°. Podobné |4<BV X| = 9°, kde V je prusecik polopiimek
AB a YX. Tyto dva tuhly jsou tedy souhlasné, z ¢ehoz plyne rovnobéznost
primek.]

Uvazujme trojihelnik ABC' s kruznici k jemu opsanou a druhy trojihelnik XY Z
s opsanou kruznici [. Necht plati |[SABC| = | XY Z|. Pak jsou kruznice k a [
shodné, pravé kdyz |AC| = | X Z|. [Pokud se rovnaji obvodové thly, rovnaji se
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i stiedové uhly, tj. [<ASLC| = |4X S, Z|, kde Sk, S; jsou stiedy obou kruznic.
Navic jsou oba trojihelniky ASpC, X .S;Z rovnoramenné, musi byt tedy nutné
podobné (uu). Pokud jsou stejné poloméry obou kruznic, pak jsou shodna ramena
obou trojuhelniku, tj. trojihelniky jsou shodné a |AC| = | X Z|. Pokud naopak
|AC| = | X Z|, pak jsou shodné zékladny obou trojtihelniki, tedy jsou trojihelniky
shodné, a tudiz jsou stejné poloméry obou kruznic.|

N3. Bud ABC trojuhelnik, k& kruznice jemu opsana a H prusecik jeho vysek. Oznac¢me
H' obraz bodu H v osové soumérnosti podle BC'. Dokazte, ze H' € k. [Oznacme
« = | BAC| a Pg, Po paty vysek po tadé z vrcholu B, C. Je-li ABC ostrothly
nebo a > 90°, pak z ¢tyttihelniku APgH Pe vidime, Ze |<PgH Po| = 180° — a,
atedy i |[¥BH'C| = |xBHC| = |<PgHP¢| =180 — a, tj. ABH'C' je tétivovy.
Je-1i u vrcholit B nebo C tupy thel, vyjde |[XPgHPc| = a, tj. |XBH'C| = a, tj.
ABCH' resp. ACBH' je tétivovy.]

D1. Reimova véta tika: Necht body A, B, Y, X lezi na jedné kruznici. Na primkach
AX a BY jsou po radé dany body C' a D. Pak body C, D, Y, X lezi na jedné
kruznici pravé tehdy, kdyz primky AB, C'D jsou rovnobézné. Dokazte ji pro
pripad, ze ABDC' je ctyruhelnik, X lezi na tsecce AC a Y na usecce BD.
[Z tétivového ctyfthelniku ABY X mame |4 XAB| = 180°—|qxBY X| = |9 XY D|
a tento 1uhel je roven 180° — |t DC X |, pravé kdyz je ¢tyrthelnik XY DC' tétivovy.
To dokazuje obé implikace, protoze AB || C'D, pravé kdyz |<XAB| = 180° —
— |«DCX]|.]

D2. V konvexnim pétithelniku ABCDE plati |<CBA| = |<BAE| = |<AED|. Na
strandch AB a AF existuji postupné body P a Q tak, ze |[AP| = |BC| = |QFE|
a |AQ| = |BP| = |DE|. Dokazte, ze CD || PQ. [72-A-5-2]

D3. Konvexn{ pétithelnik ABC'DE mé viechny strany stejné dlouhé. Uhlopiicky AD
a EC se protinaji v bodé S tak, ze |ASE| = 60°. Dokazte, Ze pétitihelnik
ABCDE ma nékteré dvé strany rovnobézné. [MEMO 2011, T5]

6. Pro kladné celé cislo m oznacme g(m) nejmensi pocet geometrickiyjch posloupnosti,
mezi jejichZ cleny jsou zastoupeny vsechny délitele cisla m. Urcete vsechna kladna
celd ¢isla n, pro kterd plati g(n!) = g((n + 1)!). Reste pro geometrické posloupnosti
a) s raciondlnimi kvocienty, b) s redlnymi kvocienty. (Zdenék Pezlar)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Dokazete pokryt vsechny délitele ¢isla 6 dvéma geometrickymi posloupnostmi?
Dokéazete pokryt vsechny délitele ¢isla 24 dvéma geometrickymi posloupnostmi?
[Ano, ano. (277122, a (3-2"7 12, pokryvaji délitele ¢isla 6 a zaroven i délitele
¢isla 24.]

N2. Najdéte nekonecné mnoho ¢isel, jejichz vsechny délitele lze pokryt dvéma geo-
metrickymi posloupnostmi, ale jednou geometrickou posloupnosti nikoli. [Napf.
vSechna ¢isla tvaru 3-2", n = 1]

N3. Mé-li ¢islo m prvociselny rozklad pi'p5* ... pp*, pak pocet jeho délitelt je (a; + 1)
(ag +1)...(ar +1). Dokazte. [Kazdy délitel ¢isla m je délitelny jen prvocisly
pi a prvocislo p; muze byt v prvociselném rozkladu délitele zastoupeno nejvyse
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N4.

Nb5.

NG6.

NT.

D1.

v a;-té mocniné. Naopak vsechna ¢isla tohoto typu (jejichz pocet je (a3 + 1)
(ag +1)...(ar + 1)) jsou déliteli m a jsou navzajem ruznd.|

Dokazte, ze v prvociselném rozkladu ¢isla n! je mocnina dvojky veétsi nebo
rovna mocniné libovolného jiného prvocisla. [Mocninu prvodisla p v prvociselném
rozkladu ¢isla n! ziskdme tak, ze vezmeme pocet ¢isel délitelnych p v uzavieném
intervalu 1 az n, k nému pric¢teme pocet ¢isel délitelnych p? v tomto intervalu,
dale pii¢teme pocet ¢isel délitelnych p3, p* a tak dale (pro velké mocniny uz
pri¢itdme nuly). Uvazujme nyni libovolné prvocislo p > 2. Jisté mezi ¢isly 1 az
n je aspon tolik sudych ¢isel jako ¢isel délitelnych p, aspon tolik ¢isel délitelnych
¢tyfmi jako téch délitelnych p?, aspoii tolik délitelnych osmi jako téch délitelnych
p3 a tak dale. Se¢tenim téchto poctii dostavame dokazovanou nerovnost.]
Obdélnik je rozdélen na 3 x5 jednotkovych ¢tvereckii. Kolik nejméné potiebujeme
primek, aby kazdym vrcholem kazdého ¢tverecku prochazela aspon jedna primka?
[4. Vrcholy tvori ¢tvercovou miizku 4 x 6, necht je to 4 na vysku a 6 na sitku.
Vedeme-li primky vodorovné, sta¢i ndm 4. Naopak ukazeme, Ze na kazdé primce
lezi nejvyse 6 vrcholt, tedy potrebujeme aspon 4. Kazdé primka je bud svisla,
pak obsahuje 4 vrcholy (nebo zadny), nebo neni svisl, pak protne kazdou svislou
vrstvu v nejvyse jednom vrcholu, tj. prochdzi nejvyse 6 vrcholy miizky.]

Cisla a* a a7 jsou racionalni. Musi byt a také racionalni? Pokud jsou racionalni
¢isla b* a b5, musi byt raciondlni i b? [Ano, ne. Cislo a® = a”/a* musi byt
raciondlni, a tedy i a = a*/a3. Naopak, je-li b = V2, pak b* i b° jsou raciondlni,
ale b nikoli.

(Eukleidiv algoritmus pro hleddni nejvétsiho spolecného délitele alespon dvou ¢i-
sel) Pro kazdou koneénou posloupnost dy, ds, . . ., d, kladnych celych ¢isel opaku-
jeme nasledujici postup: v kazdém kroku vezmeme dva cleny a, b posloupnosti,
takové ze a > b (pokud takové existuji) a vétsi clen a nahradime jejich rozdi-
lem a — b. Dokazte, ze algoritmus skon¢i po konec¢né mnoha krocich, a to ve
chvili, kdy budou vSechna c¢isla rovna nejvétsimu spolecnému déliteli ptivodnich
¢isel dy, ..., d,. [Soucet vSech ¢isel je prirozené ¢islo. V kazdém kroku se soucet
zmensi a zaroven vsechna cisla ztustanou vétsi nebo rovna jedné, tj. jejich sou-
¢et bude vzdy zdola omezen n. Tim je dokazano, ze po konecném poctu kroki
algoritmus skonci. Je ziejmé, ze pak budou vSechna ¢isla stejnd (jinak bychom
mohli udélat dalsi krok). Ukézeme, ze ¢isla budou rovna nejvétsimu spolecnému
déliteli d. Protoze jsou na zacatku vSechna ¢isla nasobky d a pokud a, b jsou na-
sobky d, pak i a — b je nasobek d, tak i v dalsim kroku, a tedy i kdykoli pozdéji,
budou vSechna cisla délitelna d. Predpokladejme nyni pro spor, Ze na konci jsou
vSechna ¢isla rovna néjakému nasobku kd, k # 1. Pojdme nyni celym procesem
zpét k ptvodni n-tici: v kazdém kroku vezmeme néjaka dvé ¢isla b, a — b a na-
hradime je ¢isly a, b, tj. jednim z nich a jejich sou¢tem. Protoze na konci byla
vSechna ¢isla nasobky kd, musela jimi byt i kdykoli v pribéhu procesu a tedy

i na zacatku. To je ale spor s tim, ze D(dy,...,d,) = d.]

Pro celé ¢islo n = 3 definujeme posloupnost aq,as,...,a, jako posloupnost
exponenttl v prvociselném rozkladu n! = p{'p5*...pp*, kde p1 < py < ... < pg
jsou prvocisla. Naleznéte vSechna celd ¢isla n = 3, pro kterd je aq,as,. ..,

geometrickd posloupnost. [MEMO 2017, T§]
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http://web.archive.org/web/20201028113036/http://memo2017.lmnsc.lt/files/memo2017_solutions_.pdf

76. ROCNIK MO (2026/2027) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE A

D2.

D3.

Predpokladejme, Ze a1 < ag < --- < agpeq4 je aritmetickd posloupnost kladnych
celych ¢isel a posloupnost by < by < --- < bogos je geometrickd posloupnost
kladnych celych ¢isel. Urcete maximdlni mozny pocet celych ¢isel, kterd se mohou
vyskytovat v obou posloupnostech zaroven, a to pres vSechny mozné volby téchto
dvou posloupnosti. [USA TST 2024]

Na tabuli je napséano 2026 (ne nutné ruznych) celych ¢isel vétsich nez 1. V kazdém
tahu Konfucius vybere dvé ¢islam > 1 an > 1 z riznych mist na tabuli a nahradi
je ¢isly D(m,n) a 113((7:17:1)) Tak pokracuje, dokud miize. a) DokaZte, Ze nezévisle
na postupu Konfucius po konecném poctu tahii skonci, tj. na tabuli zbyde jediné
¢islo vétsi nez jedna. b) Dokazte, Ze hodnota tohoto ¢isla je také nezévisla na
Konfuciové postupu. [IMO 2026, 1]
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https://artofproblemsolving.com/community/c6h3234859p2964
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php?title=2026_IMO_Problems/Problem_1

