76. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2026/2027)
Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich dloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Urcete vsechny kvadratické trojcleny f(z) = 2 + px + q s redlngmi koeficienty p, q,
pro néz plati f(p) —q= f(q) —p=2. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Kvadratické trojcleny a) g(z) = 222 — x — 1, b) h(x) = 32% + 8z — 3 rozloZte na
souc¢in dvou linearnich dvojclenii s celoc¢iselnymi koeficienty:.

N2. Urcete vSechny linedrni dvojéleny f(z) = ax+b s nenulovymi redlnymi koeficienty
a, b, pro néz plati f(a) = f(b) = 0.

N3. Uréete viechna redlna ¢fsla a, pro néz kubicky trojélen f(z) = 2® + (a + 1)z + 1
spliuje podminku f(a) = 0.

N4. Uréete viechny (netiplné) kvadratické trojcleny f(x) = az?+bx (a # 0) s redlnymi
koeficienty, pro néz plati f(a) = f(b) = 0.

D1. Uréete viechny kvadratické trojéleny f(z) = 2%+ bz + ¢ s redlnymi koeficienty b,
¢, pro néz plati f(b) = f(c) = 0.

D2. Rozlozte f(x) = z* + 1 na souc¢in dvou kvadratickych trojélenti s realnymi
koeficienty:.

D3. Urcete koeficienty p, ¢, r mnohoclenu f(x) = 23+ px? + qx +r, kdyZ vite, Ze jsou
to nenulovd navzajem riiznd celd ¢sla a plati f(p) = p?, f(q) = ¢>.

2. Tabulku 3 x 3 wvyplnime deviti navzajem riuznymi prvocisly tak, aby soucet cisel
v kazdém radku i v kaZdém sloupci mél stejnou cislici na misté jednotek. Jakou
nejmensi hodnotu mize mit soucet vsech cisel v tabulce?

(Tomas Jurik, Tomas Barta)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Kterou ¢islici ma na misté jednotek a) soucet vSech dvojmistnych lichych cisel,
b) soucet vsech dvojmistnych ¢isel, kterd jsou délitelnd tremi?

N2. Lze prvocisla mensi nez 30 rozdélit na tii skupiny, aby soucet ¢isel v kazdé skupiné
koncil stejnou ¢islici?

N3. Tabulku 2 x 2 vyplnime ¢tyfmi navzajem riznymi prirozenymi cisly tak, aby
soucet c¢isel v kazdém tadku i v kazdém sloupci mél stejnou ¢islici na misté
jednotek. Jakou nejmensi hodnotu miize mit soucet vsech ¢isel v tabulce?

D1. Tabulku 3 x 3 médme vyplnit deviti danymi ¢isly tak, aby v kazdém radku i sloupci
bylo nejvétsi ¢islo souctem ostatnich dvou. Rozhodnéte, zda je mozné takovy tikol
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D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Dr7.

D8.

splnit s ¢isly a) 1,2, 3,4,5,6,7,8,9;b) 2,3,4,5,6,7,8,9, 10. Pokud ano, zjistéte,
kolika zptisoby lze tikol splnit tak, aby nejvétsi ¢islo bylo uprostied tabulky.
Najdéte vSechny ¢tvercové tabulky 3 x 3 prirozenych c¢isel, v nichz je soucin vSech
c¢isel v kazdém radku, v kazdém sloupci i na obou thloprickach stejny, a pro které
plati, Ze soucet ¢tyt ¢isel v jejich rohovych polich je jednociferné cislo.

Je dana ¢tvercova tabulka 3 x 3 prirozenych ¢isel, v niz je soucin vsech ¢isel v kaz-
dém tadku, v kazdém sloupci i na obou thloprickdach rovny ¢islu s. a) Dokazte,
ze Cislo s je tfeti mocninou prirozeného ¢isla. b) Pokud je jedno z rohovych ¢isel
tabulky rovno 1, je soucet vsech ¢tyt rohovych ¢isel druhou mocninou prirozeného
¢isla. Dokazte.

Najdéte nejvetsi celé cislo d, pro néz lze tabulku 43 x 47 vyplnit jednickami
a dvojkami tak, aby soucet ¢isel v kazdém tadku i v kazdém sloupci byl délitelny
¢islem d. (Dokazte také, ze zadné vétsi ¢islo d zadani dlohy nevyhovuje.)

Je mozné vyplnit tabulku 8 x 8 Sestkami a sedmickami tak, aby soucet cisel
v kazdém tadku byl délitelny péti a soucet ¢isel v kazdém sloupci byl délitelny
sedmi?

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze soucet ¢isel v kazdém radku
i sloupci je délitelny tfemi. Urcete nejvétsi mozny soucet Cisel v tabulce a ukazte,
ze vétsi byt nemtize. Uvedte rovnéz priklad tabulky s uréenym nejvétsim souctem.
Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kazdém tadku az
na jeden je roven 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je roven stejnému
c¢islu s. Urcete nejvétsi moznou hodnotu s a ukazte, ze vétsi byt nemiize. Uvedte
rovnéz priklad tabulky s urc¢enou nejvétsi hodnotou s.

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly —4, 3 a 10 tak, ze soucet ¢isel v kazdém radku
az na jeden je nejvys 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je nejvys 0.
Urcete nejvetsi mozny soucet cisel v tabulce.

3. Na strandch AB, BC, CD, DA pravotuhelniku ABCD jsou po radeé zvoleny body K, L,
M, N tak, Ze KM 1 LN. Dokazle, Ze obsah ctyruhelniku s vrcholy ve stredech stran
ctyruhelniku KLMN neni mensi nez jedna cturtina obsahu pravouhelniku ABCD.

(Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

Necht K, L, M, N jsou po tadé stredy stran AB, BC, CD, DA ¢tyruhelniku
ABCD (ne nutné konvexniho). Dokazte, ze KLMN je rovnobéznik (tzv. Varig-
nontv rovnobéznik piislusny étyithelniku ABCD).

Necht ABCD je konvexni ¢tyruhelnik. Dokazte, Ze obsah jemu ptislusného Va-
rignonova rovnobézniku KLMN je roven poloviné obsahu ¢tyitihelniku ABCD a
ze jeho obvod je roven souctu délek uhlopricek AC a BD c¢tyruhelniku ABCD.
Je dan konvexni c¢tyiihelnik ABCD, v némz AC 1 BD. Dokazte, ze jeho
Varignonuv rovnobéznik KLMN je pravothelnik. (Jsou-li navic jeho uhlopricky
AC a BD shodné, je ¢tyftihelnik KLMN ctverec.)
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D1. Uvazujme konvexni ¢tyttuhelnik ABCD a jeho Varignontuv rovnobéznik KLMN.
Necht P, () znaci stiedy po radé jeho uhlopricek AC, BD. Dokazte, ze primky
KM, LN a P(@ prochazeji spolecnym bodem.

D2. Do polokruznice s prumérem AB je vepsan ¢tyruhelnik ABCD. Dokazte, ze stfed
spojnice stfedt jeho thlopricek je stejné vzdalen od bodu C' jako od bodu D.

D3. Najdéte vsechny tétivové ¢tyftuhelniky ABCD o obsahu 8 cm?, pro které plati
|AB| = |BC| a soucet délek uhlopficek je 8 cm.

4. Oznacme D(a,b) nejvétsi spolecny délitel kladnych celijch cisel a, b a n(a,b) jejich
nejmensi spolecny ndsobek. Urcete vsechna kladna celd cisla m, pro ktera plati

D(25,m) 4+ (26, m + 1) = 2027.

(Tomé&s Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Necht m je pfirozené ¢islo. Urcete vSechny mozné hodnoty D(21,m).

N2. Pro kolik pfirozenych éisel m plati a) n(19,m) = 75; b) n(19,m) = 76; c)
n(76,m) = 20527

N3. Urcete vsechna trojmistna ¢isla, kterda pti déleni 19 a 20 davaji po fadé zbytky
a)0al;b)la2c)bad.

N4. Urcete vSechna trojmistna cisla, kterd pti déleni 19 davaji zbytek 5 a pri déleni 23
zbytek 7.

N5. Dokazte, ze pro libovolna prirozena ¢isla a a b plati a - b = n(a,b) - D(a,b).

D1. Pro tfi neznamé prirozena cisla plati, ze nejvétsi spoleény délitel prvniho a
druhého je 8, nejvétsi spoleény délitel druhého a tretiho je 2, nejvétsi spolecny
délitel prvniho a tfetiho je 6, nejmensi spolecny nasobek vsech tii ¢isel je 1680,
nejvetsi z ¢isel je vétsi nez 100, ale neni vétsi nez 200, jedno z ¢isel je ¢tvrtou
mocninou celého ¢isla. O ktera ¢isla jde? Urcete vSechny moznosti.

D2. Urcete vSechny dvojice prirozenych ¢isel a a b, pro které plati 2n(a, b)+3D(a, b) =
= ab.

D3. Urcete vSechny dvojice a, b kladnych celych ¢isel, pro kterd plati a - n(a,b) =4 -
-D(a, b).

D4. Rozdil dvou prirozenych ¢isel je 2010 a jejich nejvétsi spolecny délitel je 2 014-krat
mensi nez jejich nejmensi spoleény nasobek. Urcete vSechny takové dvojice ¢isel.

D5. Najdéte vsechny trojice prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro které plati mnozinova rovnost
{D(a,b),D(a,c),D(b,c),n(a,b),n(a,c),n(b,c)} ={2,3,5,60,90,180}.

D6. Necht a, b, ¢ jsou kladna celd ¢isla, pro ktera se jedna z hodnot D(a,b) - n(b, ¢),
D(b, c)n(c,a), D(c,a)-n(a, b) rovna soucinu zbyvajicich dvou. Dokazte, ze nékteré
z Cisel a, b, ¢ je nasobkem jiného z nich.
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5. Z cislic 0, 1, 2, 3, 6 a 7 sestavime vSechna moznd Sestimistnd cisla, kterda obsahuji
kazdou z nich, a kaZdé takové cislo zapiSeme na jinou karticku. Rozhodnéte, zda je
mozné rozdeélit karticky na sedm hromddek se stejngmi soucty cisel. (Jana Kopfovd)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte prvociselny rozklad ¢isla 1001.

N2. Dokazte, ze kazdé sestimistné c¢islo, které ziskame tak, ze za sebe napiseme dvé
stejna trojmistna ¢isla, je délitelné 1001.

N3. Kolika zpiisoby muzeme z ¢islic 1, 2, 3 sestavit trojmistna ¢isla, kterd obsahuji
kazdou z nich?

N4. Kolika zptisoby muzeme z cislic 0, 1, 2, 3 sestavit ¢tyrmistna ¢isla, ktera obsahuji
kazdou z nich?

Nb5. 7 cislic 3, 4, 5, 7 a 9 byla vytvorena vSechna mozné trojmistna ¢isla tak, aby
se kazda cislice vyskytovala v kazdém ¢isle nejvyse jednou. Urcete pocet takto
vzniklych ¢isel a jejich celkovy soucet.

D1. Pat secetl vsechna ctyrmistna cisla, z nichz kazdé obsahovalo vSechny cislice
1, 2, 3 a 4, a dospél k souctu 58 126. Mat Pata upozornil, ze vysledek neni
dobfte, a zaroven mu prozradil, Ze soucet lze ziskat jednodussim zptisobem nez
vypisovanim a postupnym scéitanim vsech c¢isel. Pat si nechal poradit, tlohu
vytesil a zjistil, Zze ptivodné sice pocital spravné, ale na dva sc¢itance zapomnél.
Zjistéte, na ktera cisla Pat ptivodné zapomnél.

D2. Zapiseme vSechna pétimistna ¢isla, v nichz se kazda z cislic 4, 5, 6, 7, 8 vyskytuje
pravé jednou. Pak jedno (libovolné z nich) skrtneme a vsechna zbyvajici secteme.
Jaké jsou mozné hodnoty ciferného souctu takového vysledku?

D3. Oznac¢me M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzdjem ruznymi
prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Dale oznac¢me L pocet téch vyplnéni, kde jsou navic
soucty vsech cisel v kazdém tadku i sloupci licha ¢isla. Urcéete pomér L : M.

6. Necht M je stred zdkladny AB rovnoramenného lichobéziniku ABCD. Oznacme K
druhy prusecik primky DM s kruznici k opsanou danému lichobézniku a P prusecik
tecny kruznice k v bodé K s primkou AB.

a) Dokazte, Ze body C', M, K, P lezi na téze kruznici.
b) Dokazte, Ze primka BD je tecnou kruznice opsané trojihelniku BCP.
(Zdenék Pezlar, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Dokazte vétu o obvodovém a stredovém thlu.

N2. Dokazte vétu shodnosti obvodového a tisekového tihlu, tj. vétu: Je dan trojuhelnik
ABC a bod K v poloroviné opacné k poloroviné ABC. Dokazte, ze primka
K A je tecnou kruznice opsané trojihelniku ABC| pravé kdyz plati |[SKAB| =
= |4XACB|.

N3. Dvé kruznice se protinaji v bodech A a B (A # B). Bodem B prochazi ptimka,
kterd protind obé kruznice v bodech C' a D (C' # B # D). V bodech C' a D
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D1.

D2.

jsou sestrojeny tecny k obéma kruznicim, které se protinaji v bodé E. Dokazte,
ze body A, C, D a E lezi na téze kruznici.

Dokazte, ze osa vnitiniho tthlu pti vrcholu C' trojihelniku ABC' protina kruznici
jemu opsanou v bodé S (S # (), ktery je stfedem (kruznicového) oblouku AB
neobsahujiciho vrchol C' (tzv. Svrckiv bod).

Je dana kruznice k a jeji tétiva PQ. Uvazujme kruznice ¢, m, které obé lezi v téze
poloroviné vytaté primkou P(Q) tak, ze kazda z nich se dotyka jak tétivy PQ, tak
i zevnitt kruznice k. Dokazte, ze obé dvojice A, B a C, D dotykovych bodu
kruznic ¢ a m po tadé s tétivou PQ a s kruznici k lezi na téze kruznici.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na

né.
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1. Urcete vsechny kvadratické trojcleny f(x) = 2% + px + q s redlngmi koeficienty p, q,
pro néz plati f(p) —q= f(q¢) —p=2. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

Kvadratické trojéleny a) g(z) = 222 —x — 1, b) h(z) = 32% + 8x — 3 rozlozte
na soucin dvou linedrnich dvojclent s celoéiselnymi koeficienty. [Podle zadéni
g(z) = (az +b)(cx +d) = acx® + (ad + bc)r + bd. Porovnanim koeficienttt
obdrzime tfi rovnice se ¢tyfmi neznamymi, jednu neznamou tak miizeme zvolit
a zbyvajici dopocitat. Dostaneme g(x) = (2z+1)(z—1), h(z) = (3z—1)(z+3).]
Urcete vSechny linedrni dvojcéleny f(x) = az+b s nenulovymi realnymi koeficienty
a, b, pro néz plati f(a) = f(b) = 0. [f(z) = —x — 1. Dosazenim dostaneme
soustavu dvou rovnic 0 = f(a) = a®?+b, 0 = f(b) = b(a + 1). Diky b # 0 z druhé
rovnice ziskdme a = —1, coz po dosazeni do prvni rovnice da b = —1.]

Urcete viechna redlna &isla a, pro néz kubicky trojélen f(z) = 2® + (a + 1)z + 1
splituje podminku f(a) = 0. [Dosazenim obdrZime rovnici 0 = f(a) = a® + a® +
+a+1=(a+1)(a®>+1) s jedingm redlnym kofenem a = —1.]

Urcete viechny (netiplné) kvadratické trojcleny f(x) = az?+bx (a # 0) s realnymi
koeficienty, pro n&z plati f(a) = f(b) = 0. [f(z) = —2? — 2. Dosazenim ziskame
soustavu rovnic 0 = a(a® +b), 0 = b*(a + 1). UZitim druhé rovnice dostaneme
a = —1 nebo b = 0 a dosadime do prvni rovnice. Jiné feSeni: nejprve uvazime
a = b, coz vede k vyse uvedenému TeSeni, v pripadé a # b uzitim Vietovych
vztaht dostaneme soustavu a + b = —b/a, ab = 0 bez vyhovujiciho feSen.]
Uréete viechny kvadratické trojcleny f(z) = 22 +bx+c s realnymi koeficienty b, c,
pro néz plati f(b) = f(c) = 0. [Uloha mé 3 fesent: fi(z) = 22, fo(zx) = 2% + 2 —2

a fs(z) = 2% — Jz — 5. Stejné jako v piedchazejici tloze bud b = ¢, odkud po
dosazeni ziskdme tieti feSeni, jinak z Vietovych vztahti b+ ¢ = —b, bec = c.|
Rozlozte f(z) = 2* 4+ 1 na souéin dvou kvadratickych trojclentt s redlnymi

koeficienty. [Podobné jako v N1 dostaneme f(z) = (22 +v2z4+1)(2? —v2x+1)]
Urcete koeficienty p, ¢, 7 mnohoc¢lenu f(x) = 23+ pa? + qx +r, kdyZ vite, e jsou
to nenulova navzdjem riizna celd ¢isla a plati f(p) = p3, f(q) = ¢3. [Slovenska

MO 57 A 111-1]

2. Tabulku 3 x 3 wvyplnime deviti navzajem ruznymi prvocisly tak, aby soucet cisel
v kazZdém rdadku i v kaZdém sloupci mel stejnou cislici na misté jednotek. Jakou
nejmensi hodnotu mize mit soucet vsech cisel v tabulce?

(Tom&s Jurik, Tom4as Barta)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

Kterou ¢islici ma na misté jednotek a) soucet vSech dvojmistnych lichych cisel,
b) soucet viech dvojmistnych ¢isel, kterd jsou délitelnd tiemi? [Cislice na mistd
jednotek souctu zavisi jen na cislicich na misté jednotek jednotlivych s¢itanct.
a) V kazdé desitce konéi licha ¢isla ¢éislicemi 1, 3, 5, 7, 9, jejich soucet 45 konéi
¢islici 5, téchto desitek je 9, proto posledni ¢islice soué¢tu bude stejna jako u ¢isla
5.9 = 45, tedy 5. (Dany soucet je 2475). b) V kazdé desitce jsou pravé tii
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N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

c¢isla koncici nenulovou ¢islici, ktera jsou délitelna tremi. V deviti desitkach se
kazda kombinace t¥i odpovidajicich poslednich ¢islic zopakuje prave trikrat, proto
soucet vSech danych ¢isel kondi stejnou ¢islici jako 3-5 = 15, tedy 5. (Dany soucet
je 1665).]

Lze prvocisla mensi nez 30 rozdélit na tii skupiny, aby soucet ¢isel v kazdé skupiné
konéil stejnou éislici? [Téchto prvocisel je 10, jsou to 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 29. Jejich soucet (129) kondi ¢islici 9. Pokud soucet ¢isel v kazdé skupiné
konci ¢islici k, potom soucet vsech deseti ¢isel ma na misté jednotek stejnou
cislici jako cislo 3k, tedy 9. Takova cislice k je jedina, je to ¢islice 3. Existuje vice
vyhovujicich rozdéleni, jedno z nich je {2,3,5,13}, {11,19,23} a {7,17,29}.]
Tabulku 2 x 2 vyplnime ¢étyfmi navzajem rtiznymi prirozenymi cisly tak, aby
soucet ¢isel v kazdém radku i v kazdém sloupci mél stejnou ¢islici na misté
jednotek. Jakou nejmensi hodnotu muze mit soucet vSech ¢isel v tabulce? [Snadno
si rozmyslime, Ze ¢isla v pravém hornim rohu tabulky a jejim levém dolnim rohu
konci stejnou cislici stejné jako cisla v pravém dolnim a levém hornim rohu.
Dvojice s nejmensim souctem je 1, 11 a dvojice s druhym nejmensim souctem
je 2 a 12 (mé-1i byt soucet mensi nez 30, musi na misté desitek

1112 |13
byt 0 a 1, a na misté jednotek chceme mit co nejmensi cislice, 5111 13
ale 0 tam byt nemuze). Tabulka se sou¢tem 1+2+ 11412 = 26
13]23] 26|

se nachazi vpravo.|

Tabulku 3 x 3 mame vyplnit deviti danymi ¢isly tak, aby v kazdém tadku i sloupci
bylo nejvétsi ¢islo souctem ostatnich dvou. Rozhodnéte, zda je mozné takovy
ukol splnit s ¢isly a) 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9;b) 2,3,4,5,6, 7, 8,9, 10. Pokud
ano, zjistéte, kolika zptsoby lze kol splnit tak, aby nejvétsi ¢islo bylo uprostied
tabulky. [69-C-1-5]

Najdéte vSechny ctvercové tabulky 3 x 3 prirozenych ¢isel, v nichz je soucin vsech
c¢isel v kazdém radku, v kazdém sloupci i na obou thloprickach stejny, a pro které
plati, ze soucet ¢tyt ¢isel v jejich rohovych polich je jednociferné ¢islo. [47-B-S-3]
Je dana ¢tvercova tabulka 3 x 3 prirozenych ¢isel, v niz je soucin vsSech ¢isel v kaz-
dém tadku, v kazdém sloupci i na obou thloprickdach rovny ¢islu s. a) Dokazte,
ze Cislo s je tfeti mocninou prirozeného cisla. b) Pokud je jedno z rohovych ¢isel
tabulky rovno 1, je soucet vSech ¢ty rohovych ¢isel druhou mocninou prirozeného
¢isla. Dokazte. [47-B-11-3]

Najdéte nejvétsi celé cislo d, pro néz lze tabulku 43 x 47 vyplnit jednickami
a dvojkami tak, aby soucet ¢isel v kazdém tadku i v kazdém sloupci byl délitelny
¢islem d. (Dokazte také, ze zadné vétsi ¢islo d zadani lohy nevyhovuje.) [71-A—
S—1]

Je mozné vyplnit tabulku 8 x 8 Sestkami a sedmickami tak, aby soucet cisel
v kazdém tadku byl délitelny péti a soucet ¢isel v kazdém sloupci byl délitelny
sedmi? [71-A-11-1]

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kazdém radku
i sloupci je délitelny tfemi. Urcete nejvétsi mozny soucet Cisel v tabulce a ukazte,
ze vétsi byt nemuze. Uvedte rovnéz priklad tabulky s uréenym nejvétsim souctem.

[71-C-S-1]
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D7.

DS8.

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, ze soucet cisel v kazdém tadku az
na jeden je roven 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je roven stejnému
¢islu s. Urcete nejvétsi moznou hodnotu s a ukazte, ze vétsi byt nemiize. Uvedte
rovnéz piiklad tabulky s urcenou nejvétsi hodnotou s. [71-C-11-4]

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly —4, 3 a 10 tak, zZe soucet ¢isel v kazdém radku
az na jeden je nejvys 0 a soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je nejvys 0.
Urcete nejvétsi mozny soucet Cisel v tabulce. [71-B-I1-4]

3. Na strandch AB, BC, CD, DA pravotuhelniku ABCD jsou po rTadé zvoleny body K, L,
M, N tak, Ze KM 1 LN. Dokazte, Ze obsah ctyruhelniku s vrcholy ve stredech stran
ctyruhelniku KLMN neni mensi nez jedna cturtina obsahu pravothelniku ABCD.

(Jaroslav Svrcek, Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

Necht K, L, M, N jsou po tadé stredy stran AB, BC, CD, DA ¢tyrtuhelniku
ABCD (ne nutné konvexniho). Dokazte, ze KLMN je rovnobéznik (tzv. Varigno-
niv rovnobéznik prislusny ¢tyithelniku ABCD). [[jseéky KL a MN jako stredni
pricky trojihelniki ABC a ACD jsou rovnobézné se stranou AC (tedy i navza-
jem) a maji stejnou délku 3|AC|]

Necht ABCD je konvexrni ¢tyithelnik. Dokazte, ze obsah jemu prislusného Va-
rignonova rovnobézniku KLMN je roven poloviné obsahu ¢tyitihelniku ABCD a
ze jeho obvod je roven souctu délek uhlopricek AC' a BD ¢tyruhelniku ABCD.
[Obsah trojihelniku KBL je ¢tvrtinou obsahu trojihelniku ABC, jelikoZ tyto
trojuhelniky jsou podobné s koeficientem % Podobné obsah trojihelniku MDN
je ¢tvrtinou obsahu trojihelniku ACD. Soucet obsaht trojihelniki KBL a MDN
je tak ¢tvrtinou obsahu ctyftuhelniku ABCD. Podobné je soucet obsaht troj-
thelniki NAK a LCM také ¢tvrtinou obsahu ¢tyruhelniku ABCD. Jelikoz tyto
ctyri trojuhelniky doplnuji rovnobéznik KLMN do ¢tyrahelniku ABCD, je obsah
Varignonova rovnobézniku KLMN polovinou obsahu ctyruhelniku ABCD. 7 te-
Sen{ tlohy N1 plyne |KL| + |[MN| = |AC| + £|AC| = |AC|. Podobnou tvahou
dostaneme |LM |+ |KN| = |BD| a tedy obvod Varignonova rovnobézniku KLMN
je sou¢tem délek thlopricek AC a BD.|

Je dan konvexni c¢tyiihelnik ABCD, v némz AC 1 BD. Dokazte, ze jeho
Varignoniv rovnobéznik KLMN je pravothelnik. (Jsou-li navic jeho thlopticky
AC a BD shodné, je ¢tyrthelnik KLMN ¢tverec.) [Podobnymi tivahami jako v N1
jsou strany KL a MN resp. LM a KN rovnobézné s kolmymi thloptickami AC
resp. BD, tedy jsou navzdjem kolmé.]

Uvazujme konvexni ¢tyfthelnik ABCD a jeho Varignontuiv rovnobéznik KLMN.
Necht P, @@ znaci stfedy po fadé jeho uhlopricek AC, BD. Dokazte, ze primky
KM, LN a PQ prochézeji spoleénym bodem. [Prisec¢ik U thlopficek rovnobéz-
niku KLMN puli obé tyto thlopticky. Usecky KQ a MP jsou jako stiedni p¥icky
trojiuhelnikit ABD a ACD rovnobézné s jejich spolecnou stranou AD a maji polo-
vicni délku, KQM P je tak rovnobéznik a jeho tihlopricky KM a P() se navzajem
puli, specialné bod U jako prusecik ihlopricek KM a LN je stiedem tsecky PQ).|
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D2. Do polokruznice s primérem AB je vepsan ¢tyiihelnik ABCD. Dokazte, ze stfed
spojnice stfedt jeho uhlopricek je stejné vzdalen od bodu C jako od bodu D.
[75-B-111-3]

D3. Najdéte vsechny tétivové ¢tyftuhelniky ABCD o obsahu 8cm?, pro které plati
|AB| = | BC| a soucet délek thlopficek je 8 cm. [34-B-1-5]

4. Oznacme D(a,b) nejuétsi spolecny délitel kladnych celych cisel a, b a n(a,b) jejich
nejmensi spolecny ndsobek. Urcete vSechna kladnd celd c¢isla m, pro kterd plati

D(25,m) 4 n(26, m + 1) = 2027.

(Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Necht m je ptirozené ¢islo. Urcete vSechny mozné hodnoty D(21,m). [Nejvétsi
spolecny délitel dvou ¢isel je délitelem kazdého z nich. Proto je délitelem i ¢isla
21, které ma délitele 1, 3, 7, 21. Tyto hodnoty nabude D(21,m) napiiklad po
fadé pro C¢isla m = 1,9,49, 21 /]

N2. Pro kolik pfirozenych ¢éisel m plati a) n(19,m) = 75; b) n(19,m) = 76; c)
n(76,m) = 20527 [Nejmensi spoleény nasobek dvou ¢isel je ndsobkem libovolného
z nich. Jelikoz 75 neni ndsobkem 19, tak odpovéd a) je 0. V pripadé b) plati
76 = 22-19. Cislo m je tak délitelem ¢isla 76. Vzhledem k tomu, ze D(19,22) =1,
je nasobkem 22 = 4. Takovi délitelé 76 existuji jen 2, a to 4 a 76. ¢) Podobné
jako v ptipadé b) je m délitelem é&isla 2052 = 22 - 33 - 19, ktery je nasobkem 33,
takovych &isel existuje 6, jsou to ésla m € {20.33.19° = 27,21 .33.19% = 54, 22.
-3%.19° = 108,2° - 33 . 19! = 513,21 - 33 . 19! = 1026, 22 - 33 - 19! = 2052} ]

N3. Urcete vsechna trojmistna ¢isla, kterd pti déleni 19 a 20 davaji po fadé zbytky
a)0al;b)la2;c)5a09. [a) Hedané trojmistné ¢islo m je ndsobkem 19, plati
tak m = 19k, kde k je prirozené cislo. Soucasné m — 1 je nasobkem 20, tedy ¢islo
19k — 1 = 20k — (k + 1) je nasobkem 20. Cislo k + 1 tak mus{ byt nasobkem 20,
tedy k = 19,39,59... Jelikoz 59 - 19 = 1121, coz je ¢islo ¢tyrmistné, pripadaji
do uvahy jen ¢isla £ = 19,39. Témto dvéma k odpovidaji trojmistna c¢isla m po
fadé 361, 741. b) Ptirozené ¢islo m mé vlastnost a), pravé kdyz éislo m + 1 méa
vlastnost b), hledana ¢isla tak jsou 362 a 742. ¢) Podobné jako v a) zjistime, ze
vyhovuji jen ¢isla 309 a 689.]

N4. Urcete vSechna trojmistna ¢isla, ktera pti déleni 19 davaji zbytek 5 a pri déleni 23
zbytek 7. [214 a 651]

N5. Dokazte, Ze pro libovolnd prirozena ¢isla a a b plati a - b = n(a,b) - D(a,b).
[ZapiSeme prvoéiselné rozklady ¢isel a, b ve tvaru @ = 2% - 392 . 5% ... = 201 .
302 .55 ... kde oy a f3; jsou celd nezdporné ¢isla a uZijeme ziejmou identitu
a; + f; = max(ay, 3;) + min(ay, 5;).]

D1. Pro tfi neznamé prirozena cisla plati, zZe nejvétsi spoleény délitel prvniho a
druhého je 8, nejvétsi spolecny délitel druhého a tretiho je 2, nejvétsi spolecny
délitel prvniho a tfetiho je 6, nejmensi spolecny nasobek vsech tii ¢isel je 1680,
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nejvétsi z cisel je vétsi nez 100, ale neni vétsi nez 200, jedno z ¢isel je ¢tvrtou
mocninou celého ¢isla. O ktera ¢isla jde? Urcete vSechny moznosti. [70- 29 111 1]

D2. Urcete vSechny dvojice prirozenych ¢isel a a b, pro které plati 2n(a, b)+3D(a,b) =
= ab. [69-C-1-3]

D3. Urcete vSechny dvojice a, b kladnych celych ¢isel, pro kterd plati a - n(a,b) =4 -
-D(a,b). [62-C-S-2]

D4. Rozdil dvou ptirozenych ¢isel je 2010 a jejich nejvétsi spolecny délitel je 2 014-krat
mensi nez jejich nejmensi spolecny nasobek. Urcete vSechny takové dvojice ¢isel.
[64-C-1-5]

D5. Najdéte vSechny trojice prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro které plati mnozinova rovnost
{D(a,b),D(a,c),D(b,c),n(a,b),n(a,c),n(b,c)} = {2,3,5,60,90,180}. [61-C-1-3]

D6. Necht a, b, ¢ jsou kladnd celd ¢isla, pro kterd se jedna z hodnot D(a,b) - n(b, ¢),
D(b,c)-n(c, a), D(c, a)-n(a, b) rovna souc¢inu zbyvajicich dvou. Dokazte, Ze nékteré
z Cisel a, b, ¢ je ndsobkem jiného z nich. [73-A-TV-1]

5. Z cislic 0, 1, 2, 3, 6 a 7 sestavime vSechna moznd sestimistnd cisla, kterd obsahuji
kaZdou z nich, a kaZdé takové cislo zapiseme na jinou karticku. Rozhodnéte, zda je
mozné rozdeélit karticky na sedm hromddek se stejngmi soucty cisel. (Jana Kopfovd)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Najdéte prvociselny rozklad ¢isla 1001. [1001 = 711 - 13]

N2. Dokazte, ze kazdé Sestimistné cislo, které ziskame tak, ze za sebe napiseme dvé
stejnd trojmistnd ¢isla, je délitelné 1001. [Cislo mé tvar abcabc = abe - 1001.]

N3. Kolika zptsoby muzeme z ¢islic 1, 2, 3 sestavit trojmistna c¢isla, ktera obsahuji
kazdou z nich? [Prvni ¢islici mizeme vybrat 3 zptusoby, zbyvaji dvé ¢islice. Z nich
druhou ¢islici mizeme vybrat 2 zptsoby a posledni jednim. Takze takto lze
sestavit 3 -2 -1 = 3! = 6 ruznych disel. (Sou¢inn-(n—1)-(n—2)-...2-1
zna¢ime n! a Cteme n faktoridl, napt. 5! ¢teme pét faktorial.)]

N4. Kolika zptisoby mtzeme z ¢islic 0, 1, 2, 3 sestavit ¢tyrmistna ¢isla, ktera obsahuji
kazdou z nich? [Postupujeme podobné jako v predchazejici iloze. Prvni ¢islice
takového ¢isla musi byt nenulovéd, tu mtizeme vybrat 3 zpusoby, druha jiz mutze
byt libovolna, mizeme ji vybrat 3 zpusoby atd. Vidime, Ze tak lze sestavit
3:3-2-1 = 3-3! = 18 rtznych cisel. Alternativné: ¢tyri ¢islice mizeme
usporadat 4! = 24 zpusoby, ovsem 3! = 6 téchto poradi zac¢ina cislici 0, coz
nedava ¢tyfmistnd ¢isla. Proto takto mizeme sestavit 24 — 6 = 18 ¢isel.]

Nb5. 7 cislic 3, 4, 5, 7 a 9 byla vytvorena vSechna mozné trojmistné ¢isla tak, aby
se kazda cislice vyskytovala v kazdém c¢isle nejvyse jednou. Urcete pocet takto
vzniklych ¢isel a jejich celkovy soucet. [68-79-11-3]

D1. Pat secetl vsechna ctyrmistna cisla, z nichz kazdé obsahovalo vSechny cislice
1, 2, 3 a 4, a dospél k souctu 58 126. Mat Pata upozornil, ze vysledek neni
dobte, a zaroven mu prozradil, ze soucet lze ziskat jednodussim zptisobem nez
vypisovanim a postupnym sc¢itanim vsSech cisel. Pat si nechal poradit, tlohu
vytesil a zjistil, Zze ptivodné sice pocital spravné, ale na dva sc¢itance zapomnél.
Zjistéte, na kterd cisla Pat ptivodné zapomnél. [66-Z9-11-2]
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D2. ZapiSeme vsechna pétimistna ¢isla, v nichz se kazda z ¢islic 4, 5, 6, 7, 8 vyskytuje
pravé jednou. Pak jedno (libovolné z nich) skrtneme a vSechna zbyvajici secteme.
Jaké jsou mozné hodnoty ciferného souctu takového vysledku? [60-B-I1-4]

D3. Oznac¢me M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem riaznymi
prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Dale oznac¢me L pocet téch vyplnéni, kde jsou navic
soucty vsech ¢isel v kazdém tadku i sloupci licha cisla. Urcete pomér L : M.
[72-B-1-2]

6. Necht M je stred zdkladny AB rovnoramenného lichobézniku ABCD. Oznacme K
druhy prusecik primky DM s kruznici k opsanou danému lichobézniku a P priusecik
tecny kruznice k v bodé K s primkou AB.

a) Dokazte, Ze body C, M, K, P lezi na téze kruznici.
b) Dokazte, Ze primka BD je tecnou kruznice opsané trojihelniku BCP.
(Zdené¢k Pezlar, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte vétu o obvodovém a stiedovém thlu. [Viz str. 3-4 brozury Kruznice ze
Skoly mladych matematikil, nebo také komentovany vyklad na https://www.
youtube.com/watch?v=REi-iU5500g.]

N2. Dokazte vétu shodnosti obvodového a tisekového thlu, tj. vétu: Je dan trojuhelnik
ABC abod K v poloroviné opacné k poloroviné ABC'. Dokazte, ze primka K A je
tecnou kruznice opsané trojihelniku ABC| pravé kdyz plati |[ <K AB| = |<<ACB|.
[Ozna¢me O stied kruznice opsané trojihelniku ABC. V pripadé, ze thel ACB
je ostry, lezi bod O v poloroviné ABC a |<AOB| = 2|<ACB]. Jelikoz AOB
je rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou AB, je tato rovnost ekvivalentni
s |[XBAO| = 90°— | ACB|. Ptimka AK je te¢nou ke kruznici opsané trojihelniku
ABC, pravé kdyz OA L AK, tedy prave kdyz | KAB| = 90°— | BAO| = 90° —
— (90° — | ACB|) = |<tACB|. V ptipadé, ze tihel ACB je pravy, plyne tvrzeni
primo z Thaletovy véty. Pokud je ithel AC' B tupy, lezi bod O v poloroviné opacné
k ABC a |BOA| = 360° — 2| ACB]. Jelikoz AOB je rovnoramenny trojuhelnik
se zakladnou AB, je tato rovnost ekvivalentnis |SOAB| = | ACB|—90°. Piimka
AK je tecnou ke kruznici opsané trojihelniku ABC, pravé kdyz OA L AK, tedy
prave kdyz |[ S KAB| = 90° 4+ |[<OAB| = 90° + (|<ACB| — 90°) = |XACB].]

N3. Dvé kruznice se protinaji v bodech A a B (A # B). Bodem B prochdzi piimka,
kterd protind obé kruznice v bodech C' a D (C # B # D). V bodech C a D
jsou sestrojeny tecny k obéma kruznicim, které se protinaji v bodé E. Dokazte,
ze body A, C', D a FE lezi na téze kruznici. [Reéeni tlohy naleznete v ¢lanku
J. Svrcka a L. Juklové Jak dokazat, ze ¢tyii body lezi na kruznici, ktery vysel
v ¢isle 3 aktudlniho 35. ro¢niku ¢asopisu Matematika—fyzika-informatika.]

D1. Dokazte, Ze osa vnitiniho thlu pti vrcholu C' trojihelniku ABC protinad kruznici
jemu opsanou v bodé S (S # C), ktery je stfedem (kruznicového) oblouku
AB neobsahujiciho vrchol C' (tzv. Svrékiiv bod). [Necht O je stiedem krunice
trojihelniku opsané. Podle véty o stfedovém thlu se (rovnoramenné) trojihelniky
ASO a BSO shoduji v délkach ramen AO, SO a BO a v thlech jimi sevienych,
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D2.

jsou tak podle véty sus shodné, tedy bod S lezi na ose strany AB, ktera protina
oblouk AB v jeho stfedu.]

Je déna kruznice k a jeji tétiva PQ. Uvazujme kruznice ¢, m, které obé lezi
v téze poloroviné vytaté primkou PQ tak, ze kazda z nich se dotyka jak tétivy
PQ, tak i zevniti kruznice k. Dokazte, ze obé dvojice A, B a C, D dotykovych
bodi kruznic ¢ a m po tadé s tétivou PQ a s kruznici k lezi na téze kruznici.
[Reseni tlohy naleznete v ¢lanku J. Svréka a L. Juklové Jak dokdzat, ze ctyii
body lezi na kruznici, ktery vysel v cisle 3 aktudlniho 35. roéniku casopisu
Matematika—fyzika—informatika.]
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